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Prologo

El desarrollo y el nivel de aplicacién que la Bioestadistica, como herra-
mienta til y rigurosa en el campo de la investigacién en todas las Ciencias
Sociales, ha experimentado en los ultimos afos, ha sido espectacular. Es in-
dudable que este progreso en el conocimiento y aplicacién de la Estadistica
ha venido estrechamente vinculado al que ha experimentado el area de la
computacion, que nos ha llevado a una sociedad absolutamente informa-
tizada donde el ordenador se ha convertido en un utensilio personal de
uso habitual. Este auge y progreso de la informadtica, a nivel de software y
hardware, ha hecho posible, a su vez, la realizacion de pruebas estadisticas
que, de forma habitual, hubiesen sido muy costosas desde el punto de vista
humano asi como manejar volimenes de informacién que habrian resultado
absolutamente impensables.

Un segundo factor asociado a este progreso del conocimiento en el 4&mbi-
to estadistico, ha sido el cambio de actitud experimentado por todos los pro-
fesionales de las dreas de Ciencias Sociales y especialmente, en el ambito de
las Ciencias de la Salud. De una sociedad en la que los roles y el desempeno
de la profesion estaban ajustados a la mera aplicacién de los conocimientos
adquiridos, hemos evolucionado a una Sociedad Cientifica donde la investi-
gacién ha pasado a formar parte esencial de su labor diaria. El interés por
descubrir nuevos procedimientos a través de la experiencia acumulada, ha
sido determinante en la necesidad de que todos estos profesionales se vean
inmersos en la formacion y aprendizaje de técnicas béasicas de metodologia
de la investigacion y de algunas mas concretas como el andlisis de datos.

Este cambio en la dimensién del ejercicio profesional, determina que
los planes de estudio de todas las licenciaturas y diplomaturas incluyan la
Bioestadistica para el ambito de Salud y Biologia, como materia troncal
con entidad propia y de auténtica necesidad. Se pretende, con ello, que un
profesional de la Salud, o de cualquier ciencia Social, que se apoye en la
cuantificacién y en el estudio empirico de lo que observa a diario, entienda
y conozca los conceptos bésicos de la ciencia que le va a permitir, aban-
donando conductas pragmaticas, profundizar y comprender el fundamento
cientifico de su area de trabajo.

No se trata de hacer expertos en Estadistica. El principal objetivo de
los docentes de esta materia se centra en generar, en los discentes, una



actitud critica ante cualquier lectura cientifica, adquirir un lenguaje comin
con estadisticos y otros profesionales del area y conocer a priori los pasos
y los elementos imprescindibles en cualquier investigacién empirica que se
apoye en el manejo de volimenes grandes de datos y cuyo propésito final sea
condensar dicha informacién para que pueda ser transmitida o extrapolar
las conclusiones a las poblaciones de las que fueron tomadas las medidas. Es
importante saber que no existe investigacion si no existen objetivos previos:
no puede descartarse ni confirmarse lo que no se ha planteado.

Ajena a esta transformacion social se encuentran la gran mayoria de
nuestros alumnos que cursan los primeros cursos de alguna de estas licen-
ciaturas o diplomaturas de Ciencias Sociales o Ciencias de la Salud. Sus
tnicos objetivos se centran en llegar a ser médicos, bidlogos, psicologos. ..y
no alcanzan a entender que utilidad les puede reportar una materia como
la Bioestadistica en su curriculo. Es por ello que al margen de la dificultad
intrinseca que genera el entendimiento de la materia, la ensenanza de la
Bioestadistica en estos cursos se ve agravada por la imposibilidad de usar
cualquier tipo de motivacion.

En muy distinta situacién se encuentran los alumnos de postgrado que
ya han comenzado su vida profesional y han tenido, por tanto, ocasion de
darse cuenta de qué manera la Bioestadistica les puede resultar util y nece-
saria. Aunque no sea su deseo adentrarse en el mundo de la investigacion,
una parte importante en la transmisién de los nuevos hallazgos y conoci-
mientos de otros colegas de su ambito profesional, es el lenguaje estadistico.
Es por ello que han de estar absolutamente familiarizados con dicha termi-
nologia si se pretende tener una actitud critica y objetiva ante la lectura
de cualquier literatura cientifica.

Fruto del trabajo realizado con estos sectores de estudiantes e investi-
gadores es nuestra experiencia, que nos ha animado a escribir el presente
libro que podria definirse como un Manual de Estadistica basica aplicada al
ambito de la Salud. Su contenido abarca desde los aspectos més béasicos de
la Estadistica descriptiva, en su funcién de resumir, presentar y comunicar
los resultados de cualquier estudio a las diferentes técnicas de extrapolacion
de las conclusiones a una poblacién, a partir de lo verificado en una mues-
tra representativa de ésta. Obviamente, para ello, se hace necesario revisar
las nociones més basicas de aspectos como probabilidad, Variable aleatoria,



Distribuciones de probabilidad, asi como los elementos imprescindibles de
toda la Inferencia Estadistica: técnicas de muestreo, conceptos fundamen-
tales, estimacién confidencial y contrastes de hipdtesis mas importantes de
la Estadistica Univariante, abordando los test usados bajo supuesto de dis-
tribucién gaussiana asi como los de distribucién libre. La variabilidad que
han generado los nuevos planes de estudio no facilita la seleccién de unos
contenidos que abarque la totalidad de los programas de todas las Univer-
sidades, sin embargo hay una parte troncal que constituye un porcentaje
amplio del conjunto de todos ellos. Esta es la parte que hemos selecciona-
do, para nuestro contenido, de manera que podamos acercarnos lo maximo
posible a lo que pudiera ser un libro de texto para las asignaturas de Bioes-
tadistica que se imparten en la mayoria de las Facultades de Medicina y
Escuelas de Ciencias de la Salud.

En lo que concierne al modo y la forma, la experiencia acumulada a
través de los anos de docencia y el apoyo en el area de la investigacion
de los profesionales de la salud de nuestro entorno, nos condiciona a que
teoria y practica avancen de manera simultdnea, en este manual, comple-
mentandose la una a la otra y apoyandose mutuamente, con numerosos
ejemplos que puedan acercar al lector a situaciones méas cotidianas de su
entorno. Pretendemos con ello ayudarles a entender las nociones mas abs-
tractas y a relacionarlas con un futuro no lejano como profesional del mundo
de la salud. No obstante, no hemos querido evitar tratar algunos temas con
algo mas de rigor, para que el lector que esté interesado en profundizar algo
mas, pueda hacerlo; siempre teniendo en cuenta que la lectura de dichas
partes es algo optativo y que dependera de las necesidades individuales.

A todos esos alumnos y companeros queremos dedicarle nuestro més
sincero agradecimiento, por su inestimable colaboracién al orientarnos, a
través de sus opiniones sinceras, sobre nuestra metodologia docente y haber
podido observar cual ha sido su evolucién a lo largo de los anos y de las
diferentes etapas que se han ido sucediendo.

Esperamos que la ilusion puesta en la realizacién de este texto nos ha-
ya permitido suavizar, en la medida de lo posible, la aridez del tema que
tratamos, y sélo comprobar que realmente pueda ser un elemento eficaz
de ayuda, apoyo y consulta entre nuestros discipulos y compaiieros, justifi-
cara todas las horas que hay detras de estas lineas.
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Capitulo 1

Conceptos previos

1.1. Introduccién

Iniciamos este capitulo con la definicién de algunos conceptos elementales
y bésicos, y sin embargo pilares, para una comprensién intuitiva y real
de lo que es la Bioestadistica. Pretendemos introducir al estudiante en los
primeros pasos sobre el uso y manejos de datos numéricos: distinguir y
clasificar las caracteristicas en estudio, ensenarle a organizar y tabular las
medidas obtenidas mediante la construccién de tablas de frecuencia y por
dltimo los métodos para elaborar una imagen que sea capaz de mostrar
graficamente unos resultados.

El aserto “una imagen vale més que mil palabras” se puede aplicar al
ambito de la estadistica descriptiva diciendo que “un grafico bien elaborado
vale mas que mil tablas de frecuencias”. Cada vez es mas habitual el uso de
graficos o imagenes para representar la informacién obtenida. No obstante,
debemos ser prudente al confeccionar o interpretar graficos, puesto que unas
misma informacién se puede representar de formas muy diversas, y no todas
ellas son pertinentes, correctas o validas. Nuestro objetivo, en este capitulo,
consiste en establecer los criterios y normas minimas que deben verificarse
para construir y presentar adecuadamente los graficos en el ambito de la
estadistica descriptiva.

13



14 Bioestadistica: Métodos y Aplicaciones

1.2. ;Qué es la estadistica?

Cuando coloquialmente se habla de estadistica, se suele pensar en una rela-
cion de datos numéricos presentada de forma ordenada y sistematica. Esta
idea es la consecuencia del concepto popular que existe sobre el término y
que cada vez estda més extendido debido a la influencia de nuestro entorno,
ya que hoy dia es casi imposible que cualquier medio de difusién, periédi-
co, radio, televisién, etc, no nos aborde diariamente con cualquier tipo de
informacién estadistica sobre accidentes de tréafico, indices de crecimiento
de poblacién, turismo, tendencias politicas, etc.

Sélo cuando nos adentramos en un mundo mas especifico como es el
campo de la investigacion de las Ciencias Sociales: Medicina, Biologia, Psi-
cologia, ... empezamos a percibir que la Estadistica no sélo es algo mas,
sino que se convierte en la Unica herramienta que, hoy por hoy, permite
dar luz y obtener resultados, y por tanto beneficios, en cualquier tipo de
estudio, cuyos movimientos y relaciones, por su variabilidad intrinseca, no
puedan ser abordadas desde la perspectiva de las leyes determistas. Po-
driamos, desde un punto de vista mas amplio, definir la estadistica como
la ciencia que estudia cémo debe emplearse la informacién y cémo dar una
guia de accién en situaciones practicas que entranan incertidumbre.

La Estadistica se ocupa de los métodos y procedimientos para recoger,
clasificar, resumir, hallar regularidades y analizar los datos, siempre y
cuando la variabilidad e incertidumbre sea una causa intrinseca de los
mismos; asi como de realizar inferencias a partir de ellos, con la finalidad
de ayudar a la toma de decisiones y en su caso formular predicciones.

Podriamos por tanto clasificar la Estadistica en descriptiva, cuando los
resultados del andlisis no pretenden ir més alla del conjunto de datos, e in-
ferencial cuando el objetivo del estudio es derivar las conclusiones obtenidas
a un conjunto de datos més amplio.
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Estadistica descriptiva: Describe, analiza y representa un grupo de
datos utilizando métodos numéricos y graficos que resumen y presentan la
informacién contenida en ellos.

Estadistica inferencial: Apoyandose en el cdlculo de probabilida-
des y a partir de datos muestrales, efectiia estimaciones, decisiones,
predicciones u otras generalizaciones sobre un conjunto mayor de datos.

1.3. Elementos. Poblacion. Caracteres

Establecemos a continuacién algunas definiciones de conceptos bésicos y
fundamentales basicas como son: elemento, poblaciéon, muestra, caricte-
res, variables, etc., a las cuales haremos referencia continuamente a lo largo
del texto

Individuos o elementos: personas u objetos que contienen cierta infor-
macién que se desea estudiar.

Poblacion: conjunto de individuos o elementos que cumplen ciertas
propiedades comunes.

Muestra: subconjunto representativo de una poblacion.

Parametro: funciéon definida sobre los valores numéricos de carac-
teristicas medibles de una poblacién.

Estadistico: funcion definida sobre los valores numéricos de una
muestra.
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En relacién al tamano de la poblacién, ésta puede ser:

s Finita, como es el caso del niimero de personas que llegan al servicio
de urgencia de un hospital en un dia;

= Infinita, si por ejemplo estudiamos el mecanismo aleatorio que descri-
be la secuencia de caras y cruces obtenida en el lanzamiento repetido
de una moneda al aire.

Caracteres: propiedades, rasgos o cualidades de los elementos de la po-
blacion. Estos caracteres pueden dividirse en cualitativos y cuantitativos.

Modalidades: diferentes situaciones posibles de un caracter. Las
modalidades deben ser a la vez exhaustivas y mutuamente excluyentes
—cada elemento posee una y sélo una de las modalidades posibles.

Clases: conjunto de una o mas modalidades en el que se verifica
que cada modalidad pertenece a una y sélo una de las clases.
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1.4.

1.4.1.

Organizacion de los datos

Variables estadisticas

Cuando hablemos de variable haremos referencia a un simbolo (X,Y,A,B,...)
que puede tomar cualquier modalidad (valor) de un conjunto determina-
do, que llamaremos dominio de la variable o rango. En funcién del tipo
de dominio, las variables las clasificamos del siguiente modo:

Variables cualitativas, cuando las modalidades posibles son de tipo no-

minal. Por ejemplo, el grupo sanguineo tiene por modalidades:
Grupos Sanguineos posibles: A, B, AB, O

Variables cuasicuantitativas u ordinales son las que, aunque sus mo-

dalidades son de tipo nominal, es posible establecer un orden entre
ellas. Por ejemplo, si estudiamos el grado de recuperaciéon de un pa-
ciente al aplicarle un tratamiento, podemos tener como modalidades:

Grado de recuperacién: Nada, Poco, Moderado, Bueno, Muy Bueno.

A veces se representan este tipo de variables en escalas numéricas, por
ejemplo, puntuar el dolor en una escala de 1 a 5. Debemos evitar sin
embargo realizar operaciones algebraicas con estas cantidades. jUn
dolor de intensidad 4 no duele el dobleque otro de intensidad 2!

Variables cuantitativas o numeéricas son las que tienen por modali-

dades cantidades numéricas con las que podemos hacer operaciones
aritméticas. Dentro de este tipo de variables podemos distinguir dos
grupos:

Discretas, cuando no admiten siempre una modalidad intermedia
entre dos cualesquiera de sus modalidades. Un ejemplo es el
nimero de hijos en una poblacién de familias:

Ntumero de hijos posibles: 0, 1, 2, 3, 4, 5, ...

Continuas, cuando admiten una modalidad intermedia entre dos
cualesquiera de sus modalidades, v.g. el peso X de un nino al
nacer.

Ocurre a veces que una variable cuantitativa continua por naturaleza,
aparece como discreta. Este es el caso en que hay limitaciones en lo
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que concierne a la precisién del aparato de medida de esa variable,
v.g. si medimos la altura en metros de personas con una regla que
ofrece dos decimales de precisiéon, podemos obtener

Alturas medidas en cm: 1.50, 1.51, 1.52, 1.53,...

En realidad lo que ocurre es que con cada una de esas mediciones
expresamos que el verdadero valor de la misma se encuentra en un
intervalo de radio 0,005. Por tanto cada una de las observaciones de
X representa mas bien un intervalo que un valor concreto.

Tal como hemos citado anteriormente, las modalidades son las diferen-
tes situaciones posibles que puede presentar la variable. A veces éstas son
muy numerosas (v.g. cuando una variable es continua) y conviene reducir
su numero, agrupandolas en una cantidad inferior de clases. Estas clases
deben ser construidas, tal como hemos citado anteriormente, de modo que
sean exhaustivasy excluyentes, es decir, cada modalidad debe pertenecer a
una y s6lo una de las clases.

Variable cualitativa: Aquella cuyas modalidades son de tipo nominal.

Variable cuasicuantitativa: Modalidades de tipo nominal, en las
que existe un orden.

Variable cuantitativa discreta: Sus modalidades son valores ente-
TOS.

Variable cuantitativa continua: Sus modalidades son valores rea-
les.



1.4. ORGANIZACION DE LOS DATOS 19

1.4.2. Tablas estadisticas

Consideremos una poblaciéon estadistica de n individuos, descrita segtin un
caracter o variable C cuyas modalidades han sido agrupadas en un niimero
k de clases, que denotamos mediante ¢ , co, ..., ci. Para cada una de las
clases ¢;, i = 1,...,k, introducimos las siguientes magnitudes:

Frecuencia absoluta de la clase ¢; es el nimero n;, de observaciones que
presentan una modalidad perteneciente a esa clase.

Frecuencia relativa de la clase ¢; es el cociente f;, entre las frecuencias
absolutas de dicha clase y el niimero total de observaciones, es decir

Obsérvese que f; es el tanto por uno de observaciones que estén en la
clase ¢;. Multiplicado por 100 % representa el porcentaje de la pobla-
cién que comprende esa clase.

Frecuencia absoluta acumulada N;, se calcula sobre variables cuanti-
tativas o cuasicuantitativas, y es el nimero de elementos de la pobla-
cién cuya modalidad es inferior o equivalente a la modalidad ¢;:

7
Ni:nl—l—ng—l—...—l—ni:an
Jj=1

Frecuencia relativa acumulada , F;, se calcula sobre variables cuanti-
tativas o cuasicuantitativas, siendo el tanto por uno de los elementos
de la poblacion que estdn en alguna de las clases y que presentan una
modalidad inferior o igual a la ¢;, es decir,

Fi:& n—+...+n
n

:7i:f1+...+fi:§:fj
j=1

Llamaremos distribucién de frecuencias al conjunto de clases junto a
las frecuencias correspondientes a cada una de ellas. Una tabla estadistica
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sirve para presentar de forma ordenada las distribuciones de frecuencias.
Su forma general es la siguiente:

Modali. Frec. Abs. Frec. Rel. Frec. Abs. Acumu. Frec. Rel. Acumu.

C n; Ji N; F;
c1 n1 fi=" Ny =ng Flz%:fl
¢; n; fi=% Ny=m+..4n F="H—f+. +Ff
j j i J L.y =y L J
Ck n fe="% Ni=n Fp=1

n 1

Ejemplo de calculo con frecuencias

Calcular los datos que faltan en la siguiente tabla:

liiv—10L n  fi N

0—10 60 f1 60

10 — 20 n9 0,4 N2

20 — 30 30 fy3 170

30— 100 ny 01 N,

100 — 200 ns fs 200
n

Solucion:

Sabemos que la ultima frecuencia acumulada es igual al total de observa-
ciones, luego n = 200.

Como N3 =170 y ng = 30, entonces
N2:N3—n3: 170 — 30 = 140.
Ademas al ser ny = 60, tenemos que

nQZNQ—n1=14O—60280.
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Por otro lado podemos calcular n4 teniendo en cuenta que conocemos la
frecuencia relativa correspondiente:

fa=

N4 — ng = f1-n=0,1x 200 =20
n

Asi:

Ny =mn4 + N3 =20+ 170 = 190.
Este 1ltimo calculo nos permite obtener

TL5:N5—N4:200—190:10.

Al haber calculado todas las frecuencias absolutas, es inmediato obtener
las relativas:

ni 60

h n 200
ns 30
- B _ 2 _015
I3 n 200
ns 10
- B —0,05
fs n 200

Escribimos entonces la tabla completa:

liigy — 1l ny Ji N;

0—10 60 0,3 60

10 — 20 80 0,4 140

20 — 30 30 0,15 170

30 — 100 20 0,1 190

100 — 200 10 0,05 200
200

1.5. Representaciones Graficas

Hemos visto que la tabla estadistica resume los datos que disponemos de
una poblacién, de forma que ésta se puede analizar de una manera mas
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sistematica y resumida . Para darnos cuenta de un sdlo vistazo de las ca-
racteristicas de la poblacién resulta ain mas esclarecedor el uso de graficos
y diagramas, cuya construccion abordamos en esta seccién.

1.5.1. Graficos para variables cualitativas

Los graficos mas usuales para representar variables de tipo nominal son los
siguientes:

Diagramas de barras: Siguiendo la figura 1.1, representamos en el eje de
ordenadas las modalidades y en abscisas las frecuencias absolutas o
bien, las frecuencias relativas. Si, mediante el grafico, se intenta com-
parar varias poblaciones entre si, existen otras modalidades, como las
mostradas en la figura 1.2. Cuando los tamanos de las dos poblaciones
son diferentes, es conveniente utilizar las frecuencias relativas, ya que
en otro caso podrian resultar enganosas.

frecuencias
8
6
4
2
Solteros  Casados Viudos Divorciados

Figura 1.1: Diagrama de barras para una variable cualitativa.
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frecuencias
relativas I:I autocar 1

1

Solteros  Casados Viudos Divorciados

autocar 2

Figura 1.2: Diagramas de barras para comparar una variable cualitativa en
diferentes poblaciones. Se ha de tener en cuenta que la altura de cada barra
es proporcional al nimero de observaciones (frecuencias relativas).
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Diagramas de sectores (también llamados tartas). Se divide un circulo
en tantas porciones como clases existan, de modo que a cada clase le
corresponde un arco de circulo proporcional a su frecuencia absoluta
o relativa (figura 1.3).

Grupo A
375 individuos
37,5% Grupo D
125 individuo
12,5%
Grupo B Grupo C
250 individuos 250 individuos
25% 25%

Figura 1.3: Diagrama de sectores.

El arco de cada porcién se calcula usando la regla de tres:

Como en la situaciéon anterior, puede interesar comparar dos pobla-
ciones. En este caso también es aconsejable el uso de las frecuencias
relativas (porcentajes) de ambas sobre gréficos como los anteriores.
Otra posibilidad es comparar las 2 poblaciones usando para cada una
de ellas un diagrama semicircular, al igual que en la figura 1.4. Sean
n1 < ngy los tamanos respectivos de las 2 poblaciones. La poblacién
mas pequena se representa con un semicirculo de radio r; y la mayor
con otro de radio rs.
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La relacion existente entre los radios, es la que se obtiene de suponer
que la relacién entre las areas de las circunferencias es igual a la de
los tamanos de las poblaciones respectivas, es decir:

T no no
g = — < Tr9 =7
1 ni ni
Poblac. A

1000 individuos

No fumadores
750 individuos.
75%

Fumadores
250 ind.
25%

Poblac. B
250 individuos

Figura 1.4: Diagrama de sectores para comparar dos poblaciones

Pictogramas Expresan con dibujos alusivo al tema de estudio las fre-
cuencias de las modalidades de la variable. Estos graficos se hacen

representado a diferentes escalas un mismo dibujo, como vemos en la
figura 1.5.

El escalamiento de los dibujos debe ser tal que el drea' de cada uno de
ellos sea proporcional a la frecuencia de la modalidad que representa.
Este tipo de graficos suele usarse en los medios de comunicacién, para

que sean comprendidos por el publico no especializado, sin que sea
necesaria una explicaciéon compleja.

'Es un error hacer la representacién con una escala tal que el perimetro del dibujo sea
proporcional a la frecuencia, ya que a frecuencia doble, corresponderia un dibujo de area
cuadruple, lo que da un efecto visual engafioso.
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Botellas de cerveza regogidas
en un fin de semana

100 Kg 50Kg
Ciudad A Ciudad B

Figura 1.5: Pictograma. Las areas son proporcionales a las frecuencias.

1.5.2. Graficos para variables cuantitativas

Para las variables cuantitativas, consideraremos dos tipos de graficos, en
funcién de que para realizarlos se usen las frecuencias (absolutas o relativas)
o las frecuencias acumuladas:

Diagramas diferenciales: Son aquellos en los que se representan fre-
cuencias absolutas o relativas. En ellos se representa el ntimero o
porcentaje de elementos que presenta una modalidad dada.

Diagramas integrales: Son aquellos en los que se representan el nimero
de elementos que presentan una modalidad inferior o igual a una dada.
Se realizan a partir de las frecuencias acumuladas, lo que da lugar a
graficos crecientes, y es obvio que este tipo de graficos no tiene sentido
para variables cualitativas.

Segun hemos visto existen dos tipos de variables cuantitativas: discretas
y continuas. Vemos a continuacion las diferentes representaciones graficas
que pueden realizarse para cada una de ellas asi como los nombres especifi-
cos que reciben.
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Graficos para variables discretas

Cuando representamos una variable discreta, usamos el diagrama de barras
cuando pretendemos hacer una grafica diferencial. Las barras deben ser es-
trechas para representar el que los valores que toma la variable son discretos.
El diagrama integral o acumulado tiene, por la naturaleza de la variable,
forma de escalera. Un ejemplo de diagrama de barras asi como su diagrama
integral correspondiente estan representados en la figura 1.6.

Ejemplo de variable discreta

Se lanzan tres monedas al aire en 8 ocasiones y se contabiliza el nimero
de caras, X, obteniendose los siguientes resultados:
2,1,0,1,3,2,1,2

Representar graficamente el resultado.

Solucién: En primer lugar observamos que la variable X es cuantitativa
discreta, presentando las modalidades: 0,1,2,3

Ordenamos a continuacién los datos en una tabla estadistica, y se representa
la misma en la figura 1.6.

T N fi Ni F

0 1 1/38 1 1/8

13 3/8 4 48

2 3 38 7 718

3 1 1/8 8 8/8
n=2~8 1

Ejemplo de regresentacién grafica

Clasificadas 12 familias por su nimero de hijos se obtuvo:

Numero de hijos (z;) 1 2
Frecuencias (n;) 1 3

3 4
5 3
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frecuencias frecuencias
absolutas absolutas
acumuladas
8 —_—
7 —_—
4 -
3 . .
A T
0 1 2 3 0 1 2 3

Figura 1.6: Diagrama diferencial (barras) e integral para una variable dis-
creta. Obsérvese que el diagrama integral (creciente) contabiliza el nimero
de observaciones de la variable inferiores o iguales a cada punto del eje de
abcisas.

Comparar los diagramas de barras para frecuencias absolutas y relativas.
Realizar el diagrama acumulativo creciente.

Solucién: En primer lugar, escribimos la tabla de frecuencias en el modo
habitual:

Variable F. Absolutas F. Relativas F. Acumuladas

x; n; i N;

1 1 0,083 1

2 0,250 4

3 5 0,416 9

4 3 0,250 12
12 1

Con las columnas relativas a x; y n; realizamos el diagrama de barras
para frecuencias absolutas, lo que se muestra en la figura 1.7. Como pue-
de verse es identico (salvo un cambio de escala en el eje de ordenadas)
al diagrama de barras para frecuencias relativas y que ha sido calculado
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usando las columnas de z; y f;. El diagrama escalonado (acumulado) se ha
construido con la informacién procedente de las columnas z; y V;.

frecuencias
5 absolutas .
5 frecuencias
1 absolutas _—
3 acumuladas
9 :
1 | ‘ ‘
1 2 3 4
frecuencias 4 —_—
5/12 relativas : :
3/12 1 —_
1/12 I 1 2 3 4

1 2 3 4

Figura 1.7: Diagramas de frecuencias para una variable discreta

Graficos para variables continuas

Cuando las variables son continuas, utilizamos como diagramas diferencia-
les los histogramas y los poligonos de frecuencias.

Un histograma se construye a partir de la tabla estadistica, represen-
tando sobre cada intervalo, un rectangulo que tiene a este segmento como
base. El criterio para calcular la altura de cada rectangulo es el de mante-
ner la proporcionalidad entre las frecuencias absolutas (o relativas) de cada
intervalo y el area de los mismos. Véase la figura 1.8.

El poligono de frecuencias se construye facilmente si tenemos represen-
tado previamente el histograma, ya que consiste en unir mediante lineas
rectas los puntos del histograma que corresponden a las marcas de clase.
Para representar el poligono de frecuencias en el primer y udltimo interva-
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Peso de 20 individuos

frecuencia absoluta
2
1

© - L 11 1 | I | 11Ul 1111 ]

40 50 60 70 80

Peso

Figura 1.8: Histograma para una variable continua.

lo, suponemos que adyacentes a ellos existen otros intervalos de la misma
amplitud y frecuencia nula, y se unen por una linea recta los puntos del
histograma que corresponden a sus marcas de clase. Obsérvese que de es-
te modo, el poligono de frecuencias tiene en comun con el histograma el
que las areas de la gréficas sobre un intervalo son idénticas. Veanse ambas
graficas diferenciales representadas en la parte superior de la figura 1.9.

El diagrama integral para una variable continua se denomina también
poligono de frecuencias acumulado, y se obtiene como la poligonal de-
finida en abcisas a partir de los extremos de los intervalos en los que hemos
organizado la tabla de la variable, y en ordenadas por alturas que son pro-
porcionales a las frecuencias acumuladas. Dicho de otro modo, el poligono
de frecuencias absolutas es una primitiva del histograma. Véase la parte
inferior de la figura 1.9, en la que se representa a modo de ilustracién los
diagramas correspondientes a la variable cuantitativa continua expresada
en la tabla siguiente:
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Intervalos ¢; n; N;
0—2 1 2 2
2—14 3 1 3
4—6 5 4 7
6—38 7 3 10
8 —-10 9 2 12
12
4 ni Diagramas diferenciales
1
0 2 4 6 8 10
12 Ni
10
8
6 Diagrama acumulado
4
2
0 ‘2 4 ‘6 ‘8 :10

Figura 1.9: Diagramas diferenciales e integrales para una variable continua.
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Ejemplo

La siguiente distribucién se refiere a la duracién en horas (completas)
de un lote de 500 tubos:

Duracion en horas Numero de tubos

300 — 500 50
500 — 700 150
700 — 1.100 275
mas de 1.100 25
Total 500

= Representar el histograma de frecuencias relativas y el poligono de
frecuencias.

s Trazar la curva de frecuencias relativas acumuladas.

s Determinar el nimero minimo de tubos que tienen una duracién in-
ferior a 900 horas.

Solucién: En primer lugar observamos que la variable en estudio es dis-
creta (horas completas), pero al tener un rango tan amplio de valores resulta
més conveniente agruparla en intervalos, como si de una variable continua
se tratase. La consecuencia es una ligera perdida de precisién.

El ultimo intervalo estd abierto por el limite superior. Dado que en
él hay 25 observaciones puede ser conveniente cerrarlo con una amplitud
“razonable”. Todos los intervalos excepto el tercero tienen una amplitud de
200 horas, luego podriamos cerrar el dltimo intervalo en 1.300 horas?.

Antes de realizar el histograma conviene hacer una observaciéon impor-
tante. El histograma representa las frecuencias de los intervalos mediante
dreas y no mediante alturas. Sin embargo nos es mucho més facil hacer
representaciones graficas teniendo en cuenta estas ultimas. Si todos los
intervalos tienen la misma amplitud no es necesario diferenciar entre los

2Cualquier otra eleccién para el limite superior del intervalo que sea de “sentido
comun” seria véalida.
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conceptos de drea y altura, pero en este caso el tercer intervalo tiene una
amplitud doble a los demads, y por tanto hay que repartir su drea en un
rectangulo de base doble (lo que reduce su altura a la mitad).

Asi sera conveniente anadir a la habitual tabla de frecuencias una co-
lumna que represente a las amplitudes a; de cada intervalo, y otra de fre-
cuencias relativas rectificadas, f/, para representar la altura del histograma.
Los graficos requeridos se representan en las figuras 1.10 y 1.11.

Intervalos a; n; fi 1! F;

300 — 500 200 50 0,10 0,10 0,10

500 — 700 200 150 0,30 0,30 0,40
700 — 1.100 400 275 0,55 0,275 0,95
1.100 — 1.300 200 25 0,06 0,056 1,00

n=500
0,3
0,275

f; A
1

1

1

1

1

1

1

1

1

0,1 :
1

1

1

1

900) 0,05
v
300 500 700 1100 1300

Figura 1.10: Histograma. Obsérvese que la altura del histograma en cada
intervalo es f] que coincide en todos con f; salvo en el intervalo 700 — 1.100
en el que f;’ = 1/2 f; ya que la amplitud de ese intervalo es doble a la de
los demas.

Por otro lado, mirando la figura 1.10 se ve que sumando frecuencias relati-
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300 500 700 1100 1300

Figura 1.11: Diagrama acumulativo de frecuencias relativas

vas, hasta las 900 horas de duracién hay
0,10 4+ 0,30 + 0,275 = 0,675 = 67,5 % de los tubos.

Esta cantidad se obtiene de modo mas directo viendo a qué altura corres-
ponde al valor 900 en el diagrama de frecuencias acumuladas (figura 1.11).

Como en total son 500 tubos, el nimero de tubos con una duracién igual o
menor que 900 horas es 0,675 x 500= 337,5. Redondeando, 338 tubos.
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Cuadro 1.1: Principales diagramas segun el tipo de variable.

35

Tipo de variable

Diagrama

V. Cualitativa

Barras, sectores, pictogramas

V. Discreta

V. Continua

Diferencial (barras)
Integral (en escalera)

Diferencial (histograma, poligono de frecuencias)
Integral (diagramas acumulados)
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Problemas

Ejercicio 1.1. Clasificar las siguientes variables:

10.
11.

12.

. Preferencias politicas (izquierda, derecha o centro).
. Marcas de cerveza.

. Velocidad en Km/h.

. El peso en Kg.

. Signo del zodiaco.

. Nivel educativo (primario secundario, superior).

. Afos de estudios completados.

Tipo de ensenanza (privada o piblica).

Ntmero de empleados de una empresa.

La temperatura de un enfermo en grados Celsius.
La clase social (baja, media o alta).

. (o 2
La presién de un neumatico en Nw/cm

Ejercicio 1.2. Clasifique las variables que aparecen en el siguiente cues-
tionario.

1.

2.

;Cudl es su edad?
Estado civil:

a) Soltero

b

)

) Casado
¢) Separado
)

)

d

e

Divorciado
Viudo
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3. (Cuanto tiempo emplea para desplazarse a su trabajo?
4. Tamano de su municipio de residencia:

a) Municipio pequeno (menos de 2.000 habitantes)
b) Municipio mediano (de 2.000 a 10.000 hab.)

¢) Municipio grande (de 10.000 a 50.000 hab.)

d) Ciudad pequena (de 50.000 a 100.000 hab.)

e) Ciudad grande (més de 100.000 hab.)

5. (Esta afiliado a la seguridad social?

Ejercicio 1.3.

En el siguiente conjunto de datos, se proporcionan los pesos (redondea-
dos a libras) de ninos nacidos en cierto intervalo de tiempo:

4,8,4,6,8,6,7,7,7,8,10,9,7,6,10,8,5,9,6,3,7,6,4,7,6,9,7, 4, 7,
6,8,8,9, 11,8, 7, 10,8, 5,7, 7,6, 5,10, 8,9, 7, 5, 6, 5.

1. Construir una distribucién de frecuencia de estos pesos.
2. Encontrar las frecuencias relativas.

3. Encontrar las frecuencias acumuladas.

4. Encontrar las frecuencias relativas acumuladas.

5. Dibujar un histograma con los datos del apartado a.

6. ;Por qué se ha utilizado un histograma para representar estos datos,
en lugar de una grafica de barras?
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Capitulo 2

Medidas descriptivas

2.1. Introduccion

En el capitulo anterior hemos visto cémo se pueden resumir los datos obte-
nidos del estudio de una muestra (o una poblacién) en una tabla estadistica
o un grafico. No obstante, tras la elaboracion de la tabla y su representacién
grafica, en la mayoria de las ocasiones resulta mas eficaz “condensar” dicha
informacién en algunos ntmeros que la expresen de forma clara y concisa.

Los fenémenos biolégicos no suelen ser constantes, por lo que serd ne-
cesario que junto a una medida que indique el valor alrededor del cual se
agrupan los datos, se asocie una medida que haga referencia a la variabili-
dad que refleje dicha fluctuacién.

Por tanto el siguiente paso y objeto de este capitulo consistira en definir
algunos tipos de medidas (estadisticos o pardmetros) que los sintetizan atin
mas.

Es decir, dado un grupo de datos organizados en una distribucién de
frecuencias (o bien una serie de observaciones sin ordenar), pretendemos
describirlos mediante dos o tres cantidades sintéticas.

En este sentido pueden examinarse varias caracteristicas, siendo las mas
comunes:

= La tendencia central de los datos;

39
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= La dispersion o variacion con respecto a este centro;
= Los datos que ocupan ciertas posiciones.
= La stmetria de los datos.

s La forma en la que los datos se agrupan.

Centro Dispersion

Posicién Asimetria

12
174 1/4

Figura 2.1: Medidas representativas de un conjunto de datos estadisticos

A lo largo de este capitulo, y siguiendo este orden, iremos estudiando
los estadisticos que nos van a orientar sobre cada uno de estos niveles
de informacién: valores alrededor de los cuales se agrupa la muestra, la
mayor o menor fluctuacién alrededor de esos valores, nos interesaremos en
ciertos valores que marcan posiciones caracteristicas de una distribucién de
frecuencias asi como su simetria y su forma.

2.2. Estadisticos de tendencia central
Las tres medidas mas usuales de tendencia central son:

= la media,
s la mediana,

= la moda.
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En ciertas ocasiones estos tres estadisticos suelen coincidir, aunque gene-
ralmente no es asi. Cada uno de ellos presenta ventajas e inconvenientesque
precisaremos mas adelante. En primer lugar vamos a definir los conceptos
anteriores.

2.2.1. La media

La media aritmética de una variable estadistica es la suma de todos sus
posibles valores, ponderada por las frecuencias de los mismos. Es decir, si
la tabla de valores de una variable X es

X n  f;
1 n1 fi

xr  nk e

la media es el valor que podemos escribir de las siguientes formas equiva-
lentes:

&l
I

.CC1f1+...+:L’kfk

(:L‘ln1+...:rknk)

k
>_wing
=1

Si= 3=

Si los datos no estan ordenados en una tabla, entonces

E:xl—l—...—f—xn (2'1)

Algunos inconvenientes de la media

La media presenta inconvenientes en algunas situaciones:
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= Uno de ellos es que es muy sensible a los valores extremos de la
variable: ya que todas las observaciones intervienen en el célculo de
la media, la aparicion de una observacion extrema, hard que la media
se desplace en esa direccién. En consecuencia,

= no es recomendable usar la media como medida central en las distri-
buciones muy asimétricas;

= Si consideramos una variable discreta, por ejemplo, el nimero de hijos
en las familias espanolas el valor de la media puede no pertenecer al
conjunto de valores de la variable; Por ejemplo T = 1,2 hijos.

Otras medias: Medias generalizadas

En funcién del tipo de problema varias generalizaciones de la media pueden
ser consideradas. He aqui algunas de ellas aplicadas a unas observaciones
Tly vy Tt

La media geométrica 7, es la media de los logaritmos de los valores de
la variable:

logzi + ...+ logx,
n

logzy, =
Luego
Tg= {YT1X2 ... Ty
Si los datos estan agrupados en una tabla, entonces se tiene:
Ty = {Jat xi? ak

La media armoénica T,, se define como el reciproco de la media aritméti-
ca de los reciprocos, es decir,

1 gttt
To n
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Por tanto,

_ n

T =

a 1 1
71_|_'”_|_7

Tn

La media cuadratica T., es la raiz cuadrada de la media aritmética de
los cuadrados:

2
_ X

+...+a22
xC: —_—_—m
n

2.2.2. La mediana

Consideramos una variable discreta X cuyas observaciones en una tabla
estadistica han sido ordenadas de menor a mayor. Llamaremos mediana,

Mg al primer valor de la variable que deja por debajo de si al 50% de las
observaciones.

'<’ 100% -
M -
n@ 50% B Triang. Semejantes
N1 -~
A Bi c
0 0% ¥ § ¥
l; Med Lig

Figura 2.2: Célculo geométrico de la mediana

En el caso de variables continuas, las clases vienen dadas por intervalos,
y aqui la férmula de la mediana se complica un poco més (pero no demasia-
do): Sea (l;_1,1;] el intervalo donde hemos encontrado que por debajo estén
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el 50 % de las observaciones. Entonces se obtiene la mediana a partir de las
frecuencias absolutas acumuladas, mediante interpolacién lineal (teorema
de Thales) como sigue (figura 2.2):

n

co' BB _ m_ 51
AC N AB a; N Med_li—l
n
5 ~Nic
= Med:li—l"'T'ai (2.2)

Esto equivale a decir que la mediana divide al histograma en dos partes de

dreas iguales a %

Propiedades de la mediana

Entre las propiedades de la mediana, vamos a destacar las siguientes:

= Como medida descriptiva, tiene la ventaja de no estar afectada por las
observaciones extremas, ya que no depende de los valores que toma
la variable, sino del orden de las mismas. Por ello es adecuado su uso
en distribuciones asimétricas.

s Es de célculo rapido y de interpretacion sencilla.

s A diferencia de la media, la mediana de una variable discreta es siem-
pre un valor de la variable que estudiamos (ej. La mediana de una
variable ndmero de hijos toma siempre valores enteros).

Un ejemplo de calculo de mediana

Sea X una variable discreta que ha presentado sobre una muestra las
modalidades

X~2,57912=7=7 My=T



2.2. ESTADISTICOS DE TENDENCIA CENTRAL 45

Si cambiamos la Ultima observacién por otra anormalmente grande, esto
no afecta a la mediana, pero si a la media:

X ~>2,5,7,9,125 = 7 =29,6; M. =17

En este caso la media no es un posible valor de la variable (discreta), y se
ha visto muy afectada por la observacién extrema. Este no ha sido el caso
para la mediana.

Un ejemplo de calculo de media y mediana

Obtener la media aritmética y la mediana en la distribuciéon adjunta.
Determinar graficamente cual de los dos promedios es mas significativo.

lici =0 ny

0-10 60

10 - 20 80

20 - 30 30

30 - 100 20

100 — 500 10

Solucién:
li—1 =1 n; a; T Tin; N;  nf
0—-10 60 10 5 300 60 60
10 — 20 80 10 15 1.200 140 80
20 - 30 30 10 25 750 170 30
30 — 100 20 70 65 1.300 190 2,9
100 — 500 10 400 300 3.000 200 0,25
n = 200 > xin; = 6,550

La media aritmética es:

1 6,550
x:ﬁin: 500 = 32,75

La primera frecuencia absoluta acumulada que supera el valor n/2 = 100
es NV; = 140. Por ello el intervalo mediano es [10;20). Asi:
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2— N;_ 100 —
u.ai:10+Mx

10 =15
n; 80

Meg =1li-1 +

Para ver la representatividad de ambos promedios, realizamos el histograma
de la figura 2.3, y observamos que dada la forma de la distribucion, la
mediana es mas representativa que la media.

80
Mediana
Media
30
5 3 3 2 |
0 10 20 30 100

Figura 2.3: Para esta distribucién de frecuencias es mas representativo usar
como estadistico de tendencia central la mediana que la media.

2.2.3. La moda

Llamaremos moda a cualquier maximo relativo de la distribucién de fre-
cuencias, es decir, cualquier valor de la variable que posea una frecuencia
mayor que su anterior y su posterior.

Observacién
De la moda destacamos las siguientes propiedades:

s Es muy facil de calcular.

= Puede no ser unica.
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MEDIA

MEDIANA

MoDA

2.2.4.

Cuadro 2.1: Resumen de las medidas de posicién centrales.

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

DATOS SIN AGRUPAR

DATOS AGRUPADOS

Interv. r, n; N;

(ordenados) lo—li =1 n1 M
hi—le 22 na No
L1y, L2y -y TN .
lg1—lk . ng Ny
T_:L‘1+'-'+$n f_Tl1l‘1+"'+n/r<;ﬂck;
N N
Primera observacién que
deja debajo de si estricta- % — N1
Meg =11+ a

mente a las [N/2] observa-
ciones menores: T(y/2j+1

M,ygqq = x; de mayor frecuencia

ni—n

Moda - li—l + ( t E;L/li 7

U U
ny g ) H =y

y i

Relacion entre media, mediana y moda

En el caso de distribuciones unimodales, la mediana estd con frecuencia
comprendida entre la media y la moda (incluso més cerca de la media).

En distribuciones que presentan cierta inclinacion, es méas aconsejable
el uso de la mediana. Sin embargo en estudios relacionados con propédsitos
estadisticos y de inferencia suele ser mas apta la media.
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2.3. Estadisticos de posicion

Los estadisticos de posicion van a ser valores de la variable caracte-
rizados por superar a cierto porcentaje de observaciones en la poblacién
(o muestra). Tenemos fundamentalmente a los percentiles como medidas
de posicion, y asociados a ellos veremos también los cuartiles, deciles y
cuartiles.

Percentiles

Para una variable discreta, se define el percentil de orden k, como la
observacién, P, que deja por debajo de si el k% de la poblacién. Véase
la figura 2.4. Esta definicién nos recuerda a la mediana, pues como conse-
cuencia de la definicién es evidente que

Mcq = Ps

Peso de 100 individuos

0.03 0.04
| |

frecuencia relativa
0.02
|

| | |
P?5 P‘go P75

—
o
s}
8
S - TR ¥ WA [T NS [T TN TR T T TR [ -
40 50 60 70 80 90
Peso

Figura 2.4: Percentiles 25, 50 y 75 de una variable. Los que se muestran
dividen a la muestra en cuatro intervalos con similar nimero de individuos
y reciben también el nombre de cuartiles.
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En el caso de una variable continua, el intervalo donde se encuentra Py €
(li—1,1;], se calcula buscando el que deja debajo de si al k% de las obser-
vaciones. Dentro de él, Pi se obtiene segun la relacién:

nl— — Ni—l
Py =11+ O()n— - (2.3)
(2

Cuartiles

Los cuartiles, @);, son un caso particular de los percentiles. Hay 3, y se
definen como:

Q1 = P (2.4)
Q2 = Pso = Meq (2.5)
Qs = Prs (2.6)

Deciles
Se definen los deciles como los valores de la variable que dividen a las

observaciones en 10 grupos de igual tamano. M&s precisamente, definimos
D1,Do, ..., Dg como:

D; = Py 1=1,...,9

Ejemplo de céalculo de cuartiles con una variable discreta

Dada la siguiente distribucion en el niimero de hijos de cien familias,
calcular sus cuartiles.
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0 14 14
1 10 24
2 15 39
3 26 65
4 20 85
) 15 100
n=100

Solucion:
1. Primer cuartil:
% = 25; Primera N; > n/4 = 39; luego Q1 = 2.

2. Segundo cuartil:

2
Tn — 50; Primera N; > 2n/4 = 65; luego Qy = 3.

3. Tercer cuartil:

% = 75; Primera V; > 3n/4 = 85; luego Q3 = 4.

Ejemplo

Calcular los cuartiles en la siguiente distribuciéon de una variable conti-
nua:

lic1 = 1; n; N;

0-1 10 10
1-2 12 22
2-3 12 34
34 10 44
4-5 7 o1
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Solucion:

1. Primer cuartil

N
1= 12,75; Primera N; > n/4 = 22; La linea i es la del intervalo [1;2)

"N
7~ N1 12,75 — 10
Q=L+ =14+ x1=1,23
n; 12

2. Segundo cuartil:

2
Tn = 25,5; Primera N; > 2n/4 = 34; La linea i es la del intervalo [2;3)

2n
Nl 25,5 — 22
Q=li+ 2t ———g=24 0%

1=229
.y 12 = ’

3. Tercer cuartil

% = 38,25; Primera N; > 3n/4 = 44; La linea i es la del intervalo [3;4)

3n
4 vl 38,25 — 34
Q3:li—1+47ai:3+77

1= 3 445
ni 0 - ’

Ejemplo de calculo de cuartiles con una variable continua

Han sido ordenados los pesos de 21 personas en la siguiente tabla:
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Intervalos f.a.
licn —1;

38 — 45 3
45 — 52 2
92 — 59 7
99 — 66 3
66 — 73 6

Encontrar aquellos valores que dividen a los datos en 4 partes con el
mismo numero de observaciones.

Solucién: Las cantidades que buscamos son los tres cuartiles: Q1, Qs y
Q3. Para calcularlos, le anadimos a la tabla las columnas con las frecuen-
cias acumuladas, para localizar qué intervalos son los que contienen a los
cuartiles buscados:

licv—1; ny N;
38—45 3 3 Q1 y Qs se encuentran en el intervalo
45 — 52 2 5 52—59, ya que N3 = 12 es la primera
52—59 7 12 > Q;, Qy fa.a. que superaa21-1/4y 21-2/4.
5 —66 3 15 Q3 estd en 66—73, pues N5 = 21 es
66 —73 6 21 > Qs el primer N; mayor que 21 - 3/4.

21

Asi se tiene que:

1
1 Zn_Nifl
1-2125,25=>2‘:3=>Q1 = [ 1= q
i
9,25 —5
= 524 -~ 7 -7=52,25
2
2 Zn_Ni_l
--21=10,=1=3=Qy = ;1 +——— - q;
4 ng
10,5 -5
= 524 2 -7=1>57,5
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§n —N;

3
S21=157h= i=5=0Q3 = L ++2 — g4
4 n

15,75 - 15

= 66
* 6

-7 =66,875

Obsérvese que Qs = M,.4. Esto es légico, ya que la mediana divide a
la distribucion en dos partes con el mismo nimero de observaciones, y Qs,
hace lo mismo, pues es deja a dos cuartos de los datos por arriba y otros
dos cuartos por abajo.

Ejemplo

La distribuciéon de una variable tiene por poligono acumulativo de fre-
cuencias el de la figura 2.5. Si el nimero total de observaciones es 50:

1. Elaborar una tabla estadistica con los siguientes elementos: intervalos,
marcas de clase, frecuencia absoluta, frecuencia absoluta acumulada,
frecuencias relativa y frecuencias relativa acumulada.

2. Cuéantas observaciones tuvieron un valor inferior a 10, cuantas inferior
a 8 y cuantas fueron superior a 11.

3. Determine los cuartiles.

Solucion:

1. En la siguiente tabla se proporciona la informacién pedida y algunos
calculos auxiliares que nos permitiran responder a otras cuestiones.

Intervalos n; N; fi F, x; a; ni
0-5 10 10 0,2 0,3 25 o5 2
5—-7 25 35 0,5 0,7 6 2 125
7-12 5 40 01 08 95 5 1
12 - 15 10 50 0,2 1 135 7 3,33

2. Calculemos el nimero de observaciones pedido:
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0,8 - :
0,7[ :

0.2 |oeeemeee ‘

0 5 7 12 15

Figura 2.5: Diagrama acumulado de frecuencias relativas.

Tal2 5 o 5 —— 5 I 3x5 3
7a 10 x 3 =z 5
10 + 25+3 = 38 observaciones tomaron un valor inferior a 10
T7al2 ——_ 5 - 5 —0— — 5 N _1Ix5 1
7a8 x 1 =z r= 5
10 + 25+1 = 36 observaciones tomaron un valor inferior a 8
Tal2 5 - 5 — 5 N _4x5 4
7all z 4 r= 5

50 -(10 + 25+4) = 50-39=11 observaciones tomaron un valor superior a 11

3. Cuartiles:

4 — N;_ 12,5 —10
leli_1+u-ai:5+’7~2:5,2
n; 25
2n/4 — N;_ 25 —10
Q2:li—1+u'ai:5+ +2=06,2

n; 25
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3n/4 — N,;_ 37,5 —35
M.ai:7+’7.

5=9,5
n; 5

Q3 =1l;—1 +

2.4. Medidas de variabilidad o dispersion

Los estadisticos de tendencia central o posicion nos indican donde se
sitia un grupo de puntuaciones. Los de variabilidad o dispersion nos indican
si esas puntuaciones o valores estdn proximas entre si o si por el contrario
estdn o muy dispersas.

2.4.1. Rango

Una medida razonable de la variabilidad podria ser la amplitud o ran-
go, que se obtiene restando el valor més bajo de un conjunto de observa-
ciones del valor més alto.

Propiedades del rango

s Es facil de calcular y sus unidades son las mismas que las de la varia-

ble.
» No utiliza todas las observaciones (sélo dos de ellas);
= Se puede ver muy afectada por alguna observacién extrema;

s El rango aumenta con el ntimero de observaciones, o bien se queda
igual. En cualquier caso nunca disminuye.

2.4.2. Varianza

La varianza, S?, se define como la media de las diferencias cuadréticas
de n puntuaciones con respecto a su media aritmética, es decir

Xn:(xi - z)? (2.7)

i=1

S =

1
n
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Esta medida es siempre una cantidad positiva, con propiedades intere-
sante para la realizacién de inferencia estadistica. Como sus unidades son
las del cuadrado de la variable, es més sencillo usar su raiz cuadrada, que
es la que vemos en la siguiente seccion.

2.4.3. Desviacion tipica o estandar

La varianza no tiene la misma magnitud que las observaciones (ej. si las
observaciones se miden en metros, la varianza lo hace en metros cuadrados.
Si queremos que la medida de dispersion sea de la misma dimensionalidad
que las observaciones bastard con tomar su raiz cuadrada. Por ello se define
la desviacién tipica, S, como

S=V§?

2.4.4. Ejemplo de calculo de medidas de dispersion

Calcular el rango, varianza y desviacién tipica de las siguientes canti-
dades medidas en metros:

3,3,4,4,5

Solucién: El rango de esas observaciones es la diferencia entre la mayor
y menor de ellas, es decir, 5 — 3 = 2. Para calcular las restantes medidas de
dispersion es necesario calcular previamente el valor con respecto al cual
vamos a medir las diferencias. Este es la media:

T=(3+3+4+44+5)/5=3,8 metros
La varianza es:

1 n
== -7 = (32+32+42+42+52) — 3,82 = 0,56 metros>
[t

Ut =

siendo la desviacién tipica su raiz cuadrada:

S =vV82=,/0,56 = 0, 748 metros
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Propiedades de la varianza y desviacion tipica

= Ambas son sensibles a la variacién de cada una de las puntuaciones,
es decir, si una puntuacién cambia, cambia con ella la varianza. La
razén es que si miramos su definicién, la varianza es funcién de cada
una de las puntuaciones.

= La desviacion tipica tiene la propiedad de que en el intervalo

(z—-28,T+2S) Yriros

se encuentra, al menos, el 75 % de las observaciones Incluso si tene-
mos muchos datos y estos provienen de una distribucién normal (se
definird este concepto mds adelante), podremos llegar al 95 %.

= No es recomendable el uso de ellas, cuando tampoco lo sea el de la
media como medida de tendencia central.

2.4.5. Coeficiente de variacién

Hemos visto que las medidas de centralizacion y dispersién nos dan infor-
macién sobre una muestra. Nos podemos preguntar si tiene sentido usar
estas magnitudes para comparar dos poblaciones. Por ejemplo, si nos piden
comparar la dispersién de los pesos de las poblaciones de elefantes de dos
circos diferentes, S nos dara informacién util.

., Pero qué ocurre si lo que comparamos es la altura de unos elefantes
con respecto a su peso? Tanto la media como la desviacién tipica, T y S,
se expresan en las mismas unidades que la variable. Por ejemplo, en la
variable altura podemos usar como unidad de longitud el metro y en la
variable peso, el kilogramo. Comparar una desviacién (con respecto a la
media) medida en metros con otra en kilogramos no tiene ningin sentido.

El problema no deriva sélo de que una de las medidas sea de longitud y la
otra sea de masa. El mismo problema se plantea si medimos cierta cantidad,
por ejemplo la masa, de dos poblaciones, pero con distintas unidades. Este
es el caso en que comparamos el peso en toneladas de una poblacién de
100 elefantes con el correspondiente en miligramos de una poblacién de 50
hormigas.
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El problema no se resuelve tomando las mismas escalas para ambas
poblaciones. Por ejemplo, se nos puede ocurrir medir a las hormigas con las
mismas unidades que los elefantes (toneladas). Si la ingerieria genética no
nos sorprende con alguna barbaridad, lo 16gico es que la dispersién de la
variable peso de las hormigas sea practicamente nula (jAunque haya algunas
que sean 1.000 veces mayores que otras!)

En los dos primeros casos mencionados anteriormente, el problema viene
de la dimensionalidad de las variables, y en el tercero de la diferencia enorme
entre las medias de ambas poblaciones. El coeficiente de variacion es lo que
nos permite evitar estos problemas, pues elimina la dimensionalidad de las
variables y tiene en cuenta la proporcién existente entre medias y desviacion
tipica. Se define del siguiente modo:

cy = SX (2.8)

T

Propiedades del coeficiente de variacion

= Solo se debe calcular para variables con todos los valores positivos.
Todo indice de variabilidad es esencialmente no negativo. Las ob-
servaciones pueden ser positivas o nulas, pero su variabilidad debe
ser siempre positiva. De ahi que sélo debemos trabajar con variables
positivas, para la que tenemos con seguridad que T > 0.

= No es invariante ante cambios de origen. Es decir, si a los resultados
de una medida le sumamos una cantidad positiva, b > 0, para tener
Y = X +b, entonces CVy < CVx.

» Es invariante a cambios de escala. Asi por ejemplo el coeficiente de
variacion de una variable medida en metros es una cantidad adimen-
sional que no cambia si la medicién se realiza en centimetros.

Tipificacién

Se conoce por tipificacién al proceso de restar la media y dividir por su
desviacion tipica a una variable X. De este modo se obtiene una nueva
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variable

(2.9)

de media Z = 0 y desviacion tipica Sz = 1, que denominamos variable
tipificada.

Esta nueva variable carece de unidades y permite hacer comparables
dos medidas que en un principio no lo son. Asi por ejemplo nos podemos
preguntar si un elefante es mas grueso que una hormiga determinada, cada
uno en relacién a su poblacién. También es aplicable al caso en que se quie-
ran comparar individuos semejantes de poblaciones diferentes. Por ejemplo
si deseamos comparar el nivel académico de dos estudiantes de diferentes
Universidades para la concesiéon de una beca de estudios, en principio seria
injusto concederla directamente al que posea una nota media mas elevada,
ya que la dificultad para conseguir una buena calificacién puede ser mucho
mayor en un centro que en el otro, lo que limita las posibilidades de uno de
los estudiante y favorece al otro. En este caso, lo més correcto es comparar
las calificaciones de ambos estudiantes, pero tipificadas cada una de ellas
por las medias y desviaciones tipicas respectivas de las notas de los alumnos
de cada Universidad.

No confundir coeficiente de variacion y tipificacién

Los coefientes de variacion sirven para comparar las variabilidades de
dos conjuntos de valores (muestras o poblaciones), mientras que si deseamos
comparar a dos individuos de cada uno de esos conjuntos, es necesario
usar los wvalores tipificados. Ninguno de ellos posee unidades y es un error
frecuente entre estudiantes de bioestadistica confundirlos.

2.5. Asimetria y apuntamiento

Sabemos cémo calcular valores alrededor de los cuales se distribuyen las
observaciones de una variable sobre una muestra y sabemos cémo calcular
la dispersién que ofrecen los mismos con respecto al valor de central. Nos
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proponemos dar un paso mas alld en el andlisis de la variable. En primer
lugar, nos vamos a plantear el saber si los datos se distribuyen de forma
simétrica con respecto a un valor central, o si bien la grafica que representa
la distribucién de frecuencias es de una forma diferente del lado derecho
que del lado izquierdo.

Si la simetria ha sido determinada, podemos preguntarnos si la curva
es més o menos apuntada (larga y estrecha). Este apuntamiento habré que
medirlo comparado a cierta distribucién de frecuencias que consideramos
normal (no por casualidad es éste el nombre que recibe la distribucién de
referencia).

Estas ideas son las que vamos a desarrollar en lo que resta del capitulo.

2.5.1. Estadisticos de asimetria

Para saber si una distribucién de frecuencias es simétrica, hay que precisar
con respecto a qué. Un buen candidato es la mediana, ya que para variables
continuas, divide al histograma de frecuencias en dos partes de igual area.
Podemos basarnos en ella para, de forma natural, decir que una distri-
bucién de frecuencias es simétrica si el lado derecho de la gréfica (a
partir de la mediana) es la imagen por un espejo del lado izquierdo(figura
2.6).

Cuando la variable es discreta, decimos que es simétrica, si lo es con

respecto a la media.

Dentro de los tipos de asimetria posible, vamos a destacar los dos fun-
damentales:

Asimetria positiva: Silas frecuencias més altas se encuentran en el lado
izquierdo de la media, mientras que en derecho hay frecuencias més
pequenas (cola).

Asimetria negativa: Cuando la cola esta en el lado izquierdo.
Cuando realizamos un estudio descriptivo es altamente improbable que

la distribucién de frecuencias sea totalmente simétrica. En la practica di-
remos que la distribucién de frecuencias es simétrica si lo es de un modo



2.5. ASIMETRIA Y APUNTAMIENTO 61

Asim. Positiva
Cola
50% 50%
Mediana Mediana
Asim. Negativa
Cola
50% 50%
Mediana Mediana

Figura 2.6: Distribuciones de frecuencias simétricas y asimétricas

aproximado. Por otro lado, atin observando cuidadosamente la grafica, po-
demos no ver claro de qué lado estan las frecuencias mas altas. Se definen
entonces toda una familia de estadisticos que ayuden a interpretar la asi-
metria, denominados indices de asimetria. El principal de ellos es el
momento central de tercer orden que definimos a continuacion.

Momento central de tercer orden

Sea X una variable cuantitativa y p € IN. Llamamos momento de orden
pa:

1 n
o=~ > (2.10)
=1

Se denomina momento central de orden p a la cantidad
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> (zi —T)P (2.11)

=1

1
mp =

Los momentos de orden p impar, son siempre nulos en el caso de va-
riables simétricas, ya que para cada i que esté a un lado de la media, con
(z; —T) < 0, le corresponde una observacién j del otro lado de la media tal
que (zj —T) = —(x; — T). Elevando cada una de esas cantidades a p impar,
y sumando se tiene que

my =0 si la distribucion es simétrica.

Si la distribucién fuese asimétrica positiva, las cantidades (z; —Z)?, con p >
3 impar positivas estarfan muy aumentadas al elevarse a p. Esta propiedad
nos indica que un indice de asimetria posible consiste en tomar p = 3 y
elegir como estadistico de asimetria al momento central de tercer orden.

Apoyandonos en este indice, diremos que hay asimetria positiva si ag >
0, v que la asimetria es negativa si ag < 0.

Indice basado en los tres cuartiles (Yule-Bowley)

Si una distribucién es simétrica, es claro que deben haber tantas obser-
vaciones entre la que deja por debajo de si las tres cuartas partes de la
distribucién y la mediana, como entre la mediana y la que deja por debajo
de si un quarto de todas las observaciones. De forma abreviada esto es,

Q3 — Q9 =0y — 9y

Una pista para saber si una distribucién de frecuencias es asimétrica
positiva la descubrimos observando la figura 2.7):

Q3 — Q2> 0y — Qg

Por analogia, si es asimétrica negativa, se tendrd

Q3 — Q2 < Qo — 09y
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Para quitar dimensionalidad al problema, utilizamos como indice de asi-
metria la cantidad:

(Q3—Q2) — (Q2— 1)
Q3 —

A = (2.12)

Es claro que

(Q3 — Qo) — (Q2 — Q1) <1 (2.13)
(Q3—Q2)+(Q2— Q1)
El nimero obtenido, A, es invariante ante cambios de origen de referencia
y de escala.

-1 <A =

Figura 2.7: Uso de los cuartiles para medir la asimetria

Otros indices de asimetria

Basandonos en que si una distribucion de frecuencias es simétrica y unimo-
dal, entonces la media, la mediana y la moda coinciden, podemos definir
otras medidas de asimetria, como son:

T — Moda

As = S

(2.14)

o bien,
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(2.15)
Diremos que hay asimetria positiva si Ag > 0 y negativa si As; <0

Coef. Asim. ~0 Coef. Asim.>0

Figura 2.8: Diferencias entre las medidas de tendencia central, o bien entre
las distancias entre cuartiles consecutivos indican asimetria.

Ejemplo

Las edades de un grupo de personas se reflejan en la tabla siguiente:

Intervalos n;

7T—9 4
9 —11 18
11—12 14
12 —13 27
13— 14 42
14 —15 31
15— 17 20

17—19 1
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Determinar la variabilidad de la edad mediante los estadisticos varianza,
desviacion tipica, coeficiente de variacion y rango intercuartilico. Estudie
la simetria de la variable.

Solucién:

En primer lugar realizamos los cédlculos necesarios a partir de la tabla
de frecuencias:

)
Intervalos n; T; N;  xing Tin;
4

7—9 1 8 32 256
9—11 18 10 22 180 1.800
11—12 14 11,5 36 161  1.851,5
12—13 27 125 63 3375 4.218,75
13— 14 42 135 105 567  7.654,5
14—15 31 14,5 136 4495 6.517,75
15—17 20 16 156 320 5.120
17—19 1 18 157 18 324

157 2.065 27.742,25

La media es T = 2,065/157 = 13,15 anos. La varianza la calculamos a
partir de la columna de la 2?n; como sigue:

S? =27,742,25/157—13,15% = 3,78 afos> = S = /3,78 = 1,94 afos

El coeficiente de variacién no posee unidades y es:

1,94

Y= 13,15 = 0,15 = 15 % de variabilidad.

En lo que concierne a la simetria podemos utilizar el coeficiente de asimetria
de Yule-Bowley, para el cual es preciso el calculo de los cuartiles:

Q1:12+739’25_36 x1=12,12
27
78,5 — 63

My = Q=13+ x1=13,37

42
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117,75 — 105
Q3 =144 —_— " 31 x 1=14,41

Lo que nos dice que aproximadamente en un rango de Q3 — Q1 = 2,29 anos
se encuentra el 50 % central del total de observaciones! Ademas:

Q3 — Q) — (Q2 — Q1) (14,41 —13,37) — (13,37 — 12,12)

o, _ _
=A = Q3 — Q) - 14,41 — 12,12 =—0,09

Este resultado nos indica que existe una ligera asimetria a la izquierda
(negativa). Un resultado similar se obtiene si observamos (Figura 2.9) que
la distribucién de frecuencias es unimodal, siendo la moda:

42 27
M., ==13 1 =13,57
oda T @3 ’

en cuyo caso podemos usar como medida del sesgo:

T — Mogqe 13,15 —13,57

As=—3 1,94 =-0,21

2.5.2. Estadisticos de apuntamiento

Se define el coeficiente de aplastamiento de Fisher (curtosis) como:

donde my4 es el momento empirico de cuarto orden. Es éste un coeficiente
adimensional, invariante ante cdmbios de escala y de origen. Sirve para
medir si una distribucion de frecuencias es muy apuntada o no. Para decir
si la distribucion es larga y estrecha, hay que tener un patrén de referencia.
El patrén de referencia es la distribucion normal o gaussiana® para la que
se tiene

'Eso hace que dicha cantidad sea usada como medida de dispersién, denominandose
rango intercuartilico.
2Ser4 introducida posteriormente.
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40
35
30
25

20

moda=13,57
L
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
edad
media=13,15

Figura 2.9: La distribucién de frecuencias de la edad presenta una ligera
asimetria negativa.

my
o

De este modo, atendiendo a 2, se clasifican las distribuciones de frecuencias
en

Leptocirtica: Cuando 2 > 0, o sea, si la distribucién de frecuencias es
mas apuntada que la normal;

Mesoctrtica: Cuando 2 = 0, es decir, cuando la distribucién de frecuen-
cias es tan apuntada como la normal;

Platicirtica: Cuando 9 < 0, o sea, si la distribucién de frecuencias es
menos apuntada que la normal;
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curtosis<0 curtosis=0 curtosis>0

A

Figura 2.10: Apuntamiento de distribuciones de frecuencias

2.6. Problemas

Ejercicio 2.1. En el siguiente conjunto de nimeros, se proporcionan los
pesos (redondeados a la libra mas préxima) de los bebés nacidos durante
un cierto intervalo de tiempo en un hospital:

4,8,4,6,8,6,7,7,7,8,10,9,7,6,10,8,5,9,6,3,7,6,4,7,6,9,7, 4, 7,
6,8,8,9, 11,8, 7, 10,8, 5,7, 7,6, 5,10, 8,9, 7, 5, 6, 5.

1. Construir una distribucién de frecuencias de estos pesos.
2. Encontrar las frecuencias relativas.

3. Encontrar las frecuencias acumuladas.

4. Encontrar las frecuencias relativas acumuladas.

5. Dibujar un histograma con los datos de la parte a.

6. (Por qué se ha utilizado un histograma para representar estos datos,
en lugar de una grafica de barras?

7. Calcular las medidas de tendencia central.
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10.

11.

. Calcular las medidas de dispersion.

. Calcular las medidas de forma.

i Es esta una distribucién sesgada? De ser asi, jen qué direccion?

Encontrar el percentil 24.

Ejercicio 2.2. A continuacién se dan los resultados obtenidos con una
muestra de 50 universitarios. la caracteristica es el tiempo de reaccién ante

un estimulo auditivo:

0,110 0,110 0,126 0,112 0,117 0,113 0,135 0,107 0,122
0,113 0,098 0,122 0,105 0,103 0,119 0,100 0,117 0,113
0,124 0,118 0,132 0,108 0,115 0,120 0,107 0,123 0,109
0,117 0,111 0,112 0,101 0,112 0,111 0,119 0,103 0,100
0,108 0,120 0,099 0,102 0,129 0,115 0,121 0,130 0,134
0,118 0,106 0,128 0,094 0,1114

1.

2.

3.

5.

6.

;Cudl es la amplitud total de la distribucion de los datos?
Obtenga la distribucion de frecuencias absolutas y relativas.

Obtenga la distribucién de frecuencias acumuladas, absolutas y rela-
tivas, con los intervalos anteriores.

. Calcular la media y la varianza con los intervalos del apartado b y

después calculense las mismas magnitudes sin ordenar los datos en
una tabla estadistica.;Con qué método se obtiene mayor precisién?

Dibuje el poligono de frecuencias relativas.

Dibuje el poligono de frecuencias relativas acumuladas.

Ejercicio 2.3. Con el fin de observar la relacién entre la inteligencia y el
nivel socioeconémico (medido por el salario mensual familiar) se tomaron
dos grupos, uno formado con sujetos de cociente intelectual inferior a 95
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y otro formado por los demaés; De cada sujeto se anoté el salario mensual
familiar. Teniendo en cuenta los resultados que se indican en la tabla:

Nivel socioeconémico Sujetos con CI < 95 Sujetos con C'I > 95

Intervalos Frecuencia Frecuencia
10 o menos =(4,10] 75 19
10 - 16 35 26
16 — 22 20 25
22 — 28 30 30
28 — 34 25 54
mas de 34 =(34,40] 15 46

1. Dibuje un gréafico que permita comparar ambos grupos.

2. Calcule las medidas de tendencia central para aquellos sujetos con
CI < 95.

3. Calcular las medidas de dispersion para aquellos sujetos con C'1 > 95.
Ejercicio 2.4. Un estudio consistié en anotar el nimero de palabras leidas

en 15 segundos por un grupo de 120 sujetos disléxicos y 120 individuos
normales. Teniendo en cuenta los resultados de la tabla

N° de palabras leidas Disléxicos np Normales ny

25 0 menos =25 56 1
26 24 9

27 16 21

28 12 29

29 10 28

30 0 mas =30 2 32

calcule:

1. Las medias aritméticas de ambos grupos.

2. Las medianas de ambos grupos.
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3. El porcentaje de sujetos disléxicos que superaron la mediana de los

normales.

4. Compare la variabilidad relativa de ambos grupos.

Ejercicio 2.5. La tabla siguiente muestra la composicion por edad, sexo y
trabajo de un grupo de personas con tuberculosis pulmonar en la provincia
de Vizcaya en el afio 1979:

Edad Trabajadores No trabajadores Totales

Varén Mujer Total | Varon Mujer Total | Varén Mujer Total
14-19 2 1 3 25 40 65 27 41 68
19-24 10 4 14 20 36 56 30 40 70
24-29 32 10 42 15 50 65 47 60 107
29-34 47 12 59 13 34 47 60 46 106
34-39 38 8 46 10 25 35 48 33 81
39-44 22 4 26 7 18 25 29 22 51

. Representar graficamente la distribucién de frecuencias de aquellas

personas trabajadoras que padecen tuberculosis.

. Representar graficamente la distribucién de frecuencias de los varones

no trabajadores que padecen tuberculosis.

Representar graficamente la distribucion de frecuencias del ntimero
total de mujeres que padecen tuberculosis.

. Cudl es la edad en la que se observa con mayor frecuencia que no

trabajan los varones? ;Y las mujeres? Determinar asimismo la edad
mas frecuente (sin distincién de sexos ni ocupacion).

. ;Por debajo de qué edad estd el 50 % de los varones?
. iPor encima de qué edad se encuentra el 80 % de las mujeres?

. Obtener la media, mediana y desviacion tipica de la distribucién de

las edades de la muestra total.

Estudiar la asimetria de las tres distribuciones.
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Ejercicio 2.6. En una epidemia de escarlatina, se ha recogido el niimero
de muertos en 40 ciudades de un pais, obteniéndose la siguiente tabla:

[\)

N° de muertos | 0 1
Ciudades 7 11 1

=
DO | Ot
k=2
— =

)
| W

1. Representar graficamente estos datos.

2. Obtener la distribucién acumulada y representarla.
3. Calcular media, mediana y moda.

4. Calcular la varianza y la desviacién tipica.

5. Porcentaje de ciudades con al menos 2 muertos.

6. Porcentaje de ciudades con més de 3 muertos.

7. Porcentaje de ciudades con a lo sumo 5 muertos.



Capitulo 3

Variables bidimensionales

3.1. introduccidon

En lo estudiado anteriormente hemos podido aprender céomo a partir de
la gran cantidad de datos que describen una muestra mediante una varia-
ble, X, se representan graficamente los mismos de modo que resulta maés
intuitivo hacerse una idea de como se distribuyen las observaciones.

Otros conceptos que segtin hemos visto, también nos ayudan en el anali-
sis, son los estadisticos de tendencia central, que nos indican hacia donde
tienden a agruparse los datos (en el caso en que lo hagan), y los estadisticos
de dispersién, que nos indican si las diferentes modalidades que presenta
la variable estan muy agrupadas alrededor de cierto valor central, o si por
el contrario las variaciones que presentan las modalidades con respecto al
valor central son grandes.

También sabemos determinar ya si los datos se distribuyen de forma
simétrica a un lado y a otro de un valor central.

En este capitulo pretendemos estudiar una situacién muy usual y por
tanto de gran interés en la préctica:

Si Y es otra variable definida sobre la misma poblaciéon que
X, ;sera posible determinar si existe alguna relacion entre las
modalidades de X y de Y?

73
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Un ejemplo trivial consiste en considerar una poblaciéon formada por
alumnos de primero de Medicina y definir sobre ella las variables

X = altura medida en centimetros,
Y = altura medida en metros,
ya que la relaciéon es determinista y clara: ¥ = X/100. Obsérvese que

aunque la variable Y, como tal puede tener cierta dispersién, vista como
funcion de X, su dispersién es nula.

Un ejemplo més parecido a lo que nos interesa realmente lo tenemos
cuando sobre la misma poblacién definimos las variables

X = altura medida en centimetros,

Y = peso medida en kilogramos.

Intuitivamente esperamos que exista cierta relaciéon entre ambas variables,
por ejemplo,
Y = X — 110+ dispersion

que nos expresa que (en media) a mayor altura se espera mayor peso. La
relacién no es exacta y por ello sera necesario introducir algin termino que
exprese la dispersién de Y con respecto a la variable X.

Es fundamental de cara a realizar un trabajo de investigacién expe-
rimental, conocer muy bien las técnicas de estudio de variables bidimen-
sionales (y n—dimensionales en general). Baste para ello pensar que nor-
malmente las relaciones entre las variables no son tan evidentes como se
mencioné arriba. Por ejemplo:

i.Se puede decir que en un grupo de personas existe alguna re-
lacién entre X = tension arterial e Y = edad?

Aunque en un principio la notacién pueda resultar a veces algo desa-
gradable, el lector podrd comprobar, al final del capitulo, que es bastante
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accesible. Por ello le pedimos que no se asuste. Al final verd que no son
para tanto.

3.2. Tablas de doble entrada

Consideramos una poblacién de n individuos, donde cada uno de ellos pre-
senta dos caracteres que representamos mediante las variables X e Y. Re-
presentamos mediante

X’\»l‘l,xg,. ey Ly ey Tk
las k£ modalidades que presenta la variable X, y mediante

Y’wyhyQ?"'?yja'--vyp

las p modalidades de Y.

Con la intencién de reunir en una séla estructura toda la informacién
disponible, creamos una tabla formada por k - p casillas, organizadas de
forma que se tengan k filas y p columnas. La casilla denotada de forma
general mediante el subindice;; hard referencia a los elementos de la muestra
que presentan simultdneamente las modalidades z; e y;.

Y| »n Y2 e Y e Yp

X

I nii ni2 e nij e Nip MNle

€T na1 nao2 Ce n2j e T2p | M2

€T; U7 ) ce Nij e Nip Nie

Tk NEg1r N2 ... Nkg . Nkp | Nke
MNel T e2 e Tl.j e n.p Nee

De este modo, parai=1,...,k, j =1,...,p, se tiene que n;; es el nimero

de individuos o frecuencia absoluta, que presentan a la vez las modali-
dades z; e y;.
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El nimero de individuos que presentan la modalidad z;, es lo que lla-
mamos frecuencia absoluta marginal de z; y se representa como n;,.
Es evidente la igualdad

p
nio:ni1+ni2+"'+nipzznij
Jj=1

(132
.

Obsérvese que hemos escrito un simbolo en la “parte de las jotas” que
simboliza que estamos considerando los elemento que presentan la modali-
dad zx;, independientemente de las modalidades que presente la variable Y.
De forma andloga se define la frecuencia absoluta marginal de la modalidad

Y; COMO
k
Nej = N1j +N2j + -+ + Ny :Znij
i=1
Estas dos distribuciones de frecuencias n;, para i =1,...,k, y n,; para
7 =1,...,p reciben el nombre de distribuciones marginales de X e Y
respectivamente.

El nimero total de elementos de la poblacién (o de la muestra), n lo
obtenemos de cualquiera de las siguientes formas, que son equivalentes:

k. p

k P
= T, :Zni- :Z”-j :ZZ”U
i=1 j=1

i=1j=1

3.2.1. Distribuciones condicionadas

De todos los elementos de la poblacién, n, podemos estar interesados, en un
momento dado, en un conjunto mas pequeno y que estd formado por aque-
llos elementos que han presentado la modalidad y;, para algin j = 1,...,p.
El ntimero de elementos de este conjunto sabemos que es n,;. La variable
X definida sobre este conjunto se denomina variable condicionada y se
suele denotar mediante X|,. o bien Xy_, . La distribucién de frecuencias
absolutas de esta nueva variable es exactamente la columna j de la tabla.
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De la misma forma, es posible dividir la poblacién inicial en k subconjuntos,
cada uno de ellos caracterizados por la propiedad de que el i—ésimo conjunto
todos los elementos verifican la propiedad de presentar la modalidad x;.
Sobre cada uno de estos conjuntos tenemos la variable condicionada Y, =
Y|x—z,, cuya distribucién de frecuencias relativas condicionadas es:

fi=2 Wi=1,..p

TNie

3.3. Dependencia funcional e independencia

La relacién entre las variables X e Y, parte del objetivo de este capitu-
lo y en general de un nimero importante de los estudios de las Ciencias
Sociales, puede ser mas o menos acentuada, pudiendo llegar ésta desde la
dependencia total o dependencia funcional hasta la independencia.

3.3.1. Dependencia funcional

La dependencia funcional, que nos refleja cualquier férmula matemaética o
fisica, es a la que estamos normalmente mas habituados. Al principio del
capitulo consideramos un ejemplo en el que sobre una poblacién de alumnos
definfamos las variables

X = altura medida en centimetros,

Y = altura medida en metros,

Al tomar a uno de los alumnos, hasta que no se realice una medida sobre
el mismo, no tendremos claro cual serd su altura. Podemos tener cierta
intuicién sobre qué valor es més probable que tome (alrededor de la me-
dia, con cierta dispersién). Sin embargo, si la medida X ha sido realizada,
no es necesario practicar la de Y, pues la relacién entre ambas es exacta
(dependencia funcional):

Y = X/100
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3.3.2. Independencia

Existe un concepto que es radicalmente opuesto a la dependencia funcio-
nal, que es el de independencia. Se dice que dos variables X e Y son inde-
pendientes si la distibucién marginal de una de ellas es la misma que la
condicionada por cualquier valor de la otra.

Esta es una de entre muchas maneras de expresar el concepto de in-
dependencia, y va a implicar una estructura muy particular de la tabla
bidimensional, en el que todas las filas y todas las columnas van a ser
proporcionales entre si.

3.4. Covarianza

La covarianza Sxy, es una medida que nos hablard de la variabilidad
conjunta de dos variables numéricas (cuantitativas). Se define como:

Sxy = izn:(ffz —7)(yi — 9)

i=1

Una interpretacion geométrica de la covarianza

Consideremos la nube de puntos formadas por las n parejas de datos (z;, ;).
El centro de gravedad de esta nube de puntos es (T,7), o bien podemos
escribir simplemente (Z,7) si los datos no estan ordenados en una tabla de
doble entrada. Trasladamos los ejes XY al nuevo centro de coordenadas
(Z,7). Queda asi dividida la nube de puntos en cuatro cuadrantes como
se observa en la figura 3.1. Los puntos que se encuentran en el primer y
tercer cuadrante contribuyen positivamente al valor de Sxy, y los que se
encuentran en el segundo y el cuarto lo hacen negativamente.

De este modo:

= Si hay mayoria de puntos en el tercer y primer cuadrante, ocurrird que
Sxy > 0, lo que se puede interpretar como que la variable Y tiende
a aumentar cuando lo hace X;
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—_ Y 4+ _ Y +
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. e (x,y)
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Cuando X crece, Y crece

Casi todos los puntos pertenecen
a los cuadrantes primero y tercero

Cuando X crece, Y decrece
Casi todos los puntos pertenecen

a los cuadrantes segundo y cuarto

Figura 3.1: Interpretacién geométrica de Sxy

= Si la mayoria de puntos estan repartidos entre el segundo y cuarto

cuadrante entonces Sxy < 0, es decir, las observaciones Y tienen
tendencia a disminuir cuando las de X aumentan;

» Si los puntos se reparten con igual intensidad alrededor de (T,7),
entonces se tendra que Sxy = 0. Véase la figura 3.2 como ilustracion.
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S
xy=0 Sxy=0
[
] " . . m By
[ n [ %
| | | | ] ]
[ 2 m " =
[ . - [ .
- [
| g ] n
u [ [ [

Hay dependencia entre

las dos variables, aunque
la covarianza sea nula.

Las dos variables son
independientes.

Figura 3.2: Cuando los puntos se reparte de modo més o menos homogéneo
entre los cuadrantes primero y tercero, y segundo y cuarto, se tiene que
Sxy ~ 0. Eso no quiere decir de ningiin modo que no pueda existir ninguna
relacion entre las dos variables, ya que ésta puede existir como se aprecia
en la figura de la derecha.

LA COVARIANZA

e Si Syy > 0 las dos variables crecen o decrecen a la vez (nube de
puntos creciente).

e Si Syy < 0 cuando una variable crece, la otra tiene tendencia a
decrecer (nube de puntos decreciente).

e Si los puntos se reparten con igual intensidad alrededor de (Z,7),
Sxy = 0 (no hay relacién lineal).
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3.5. Coeficiente de correlacion lineal de Pearson

La covarianza es una medida de la variabilidad comtn de dos variables
(crecimiento de ambas al tiempo o crecimiento de una y decremimiento
de la otra), pero esta afectada por las unidades en las que cada variable
se mide. Asi pues, es necesario definir una medida de la relacién entre dos
variables, y que no esté afectada por los cambios de unidad de medida. Una
forma de conseguir este objetivo es dividir la covarianza por el producto de
las desviaciones tipicas de cada variable, ya que asi se obtiene un coeficiente
adimensional, r, que se denomina coeficiente de correlacién lineal de
Pearson

_ Sxvy
r= Sy S (3.1)

Propiedades del coeficiente de correlacion lineal

» Carece de unidades de medida (adimensional).

» Es invariante para transformaciones lineales (cambio de origen y es-
cala) de las variables.

= Solo toma valores comprendidos entre —1 y 1,

» Cuando |r| esté préximo a uno, se tiene que existe una relacion lineal
muy fuerte entre las variables.

s Cuando r = 0, puede afirmarse que no existe relacion lineal entre am-
bas variables. Se dice en este caso que las variables son incorreladas.

3.6. Regresion

Las técnicas de regresion permiten hacer predicciones sobre los valores de
cierta variable Y (dependiente), a partir de los de otra X (independiente),
entre las que intuimos que existe una relacién. Para ilustrarlo retomemos
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Figura 3.3: r = £1 es lo mismo que decir que las observaciones de ambas
variables estan perfectamente alineadas. El signo de r, es el mismo que el
de Sxy, por tanto nos indica el crecimiento o decrecimiento de la recta. La
relacion lineal es tanto méas perfecta cuanto r esta cercano a +1.

los ejemplos mencionados al principio del capitulo. Si sobre un grupo de
personas observamos los valores que toman las variables

X = altura medida en centimetros, (3.2)
Y = altura medida en metros,

no es necesario hacer grandes esfuerzos para intuir que la relacién que hay
entre ambas es:

Obtener esta relacién es menos evidente cuando lo que medimos sobre
el mismo grupo de personas es
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X = altura medida en centimetros,
Y

peso en kilogramos.

La razén es que no es cierto que conocida la altura x; de un individuo,
podamos determinar de modo exacto su peso y; (v.g. dos personas que
miden 1,70m pueden tener pesos de 60 y 65 kilos). Sin embargo, alguna
relacién entre ellas debe existir, pues parece mucho més probable que un
individuo de 2m pese mas que otro que mida 1,20m. Es més, nos puede
parecer més o menos aproximada una relacién entre ambas variables como
la siguiente

Y =X —-110+ error.

A la deduccidn, a partir de una serie de datos, de este tipo de relaciones
entre variables, es lo que denominamos regresion.

A

Mediante las técnicas de regresiéon inventamos una variable Y como
funcién de otra variable X (o viceversa),

Y = f(X).

Esto es lo que denominamos relacion funcional. El criterio para construir
Y, tal como citamos anteriormente, es que la diferencia entre Y e Y sea
pequena.

Y = f(X), Y —Y = error,

El término que hemos denominado error debe ser tan pequefio como sea
posible (figura 3.4). El objetivo serd buscar la funcién (también denominada
modelo de regresién) Y = f(X) que lo minimice. Véase la figura 3.5.
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s
Observacion

/ (Xi, yl)

Aproximacion
N =f(x)
( Xi >y 1)

X

Figura 3.4: Mediante las técnicas de regresién de una variable Y sobre una
variable X, buscamos una funcién que sea una buena aproximacion de una
nube de puntos (z;,;), mediante una curva del tipo Y = f(X). Para ello
hemos de asegurarnos de que la diferencia entre los valores y; e ¢; sea tan
pequena como sea posible.

3.6.1. Bondad de un ajuste

Consideremos un conjunto de observaciones sobre n individuos de una po-
blaciéon, en los que se miden ciertas variables X e Y:

X ~ x1,79,...,%p

Y ~ Y1, 92, - -5 Yn

Estamos interesamos en hacer regresiéon para determinar, de modo aproxi-
mado, los valores de Y conocidos los de X, debemos definir cierta variable
Y = f(X), que debe tomar los valores

Y«»gjl = f(fL‘l),@Q = f(xQ)v N f(xn)

de modo que:
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Modelo lineal [

Buen ajuste

Cuando x crece,
y crece

Modelo lineal
Mal ajuste [

Cuando x crece,
@® ycrece
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Modelo no lineal

Buen ajuste

Cuando x crece,

y crece
[ ]
[ ]

[ Modelo lineal

Buen ajuste

Cuando x crece,

y decrece L

[ J Modelo no lineal

Buen ajuste

Cuando x crece,

y decrece L4 L4

Variables no relacionadas
Ninguna curva de regresion

es adecuada L4
([ ] ([ ]
([ ] ([ ] ([ ]
([ ]
([ ] ([ ]
([ ]
([ ] ([ ] ([ ]

Figura 3.5: Diferentes nubes de puntos y modelos de regresion para ellas.

Y*YV91*391%0392*@2%(),---7%1*3%%0

Ello se puede expresar definiendo una nueva variable £ que mida las dife-
rencias entre los auténticos valores de Y y los tedricos suministrados por la

regresion,

E=Y —Yr~ei =y — 91,62 =Y2 — G2, €n

=Yn — Yn

y calculando Y de modo que E tome valores cercanos a 0. Dicho de otro
modo, E debe ser una variable cuya media debe ser 0 , y cuya varianza
S% debe ser pequena (en comparacién con la de Y). Por ello se define el
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coeficiente de determinacién de la regresiéon de Y sobre X, R%X,
como

2 Sh
Y
Si el ajuste de Y mediante la curva de regresién Y = f (X) es bueno, cabe
esperar que la cantidad R%X tome un valor proximo a 1.

La cantidad R%/‘X sirve entonces para medir de qué modo las diferen-
cias entre los verdaderos valores de una variable y los de su aproximacién
mediante una curva de regresion son pequenos en relacién con los de la
variabilidad de la variable que intentamos aproximar. Por esta razon estas
cantidades miden el grado de bondad del ajuste.

3.6.2. Regresion lineal

La regresion lineal consiste en encontrar aproximar los valores de una
variable a partir de los de otra, usando una relacién funcional de tipo lineal,
es decir, buscamos cantidades a y b tales que se pueda escribir

N

Y=a+b-X (3.5)

con el menor error posible entre Ye Y.

Las cantidades a y b que minimizan dicho error son los llamados coefi-
cientes de regresion:

a=9y—bx
Sxy
p= XY
S%

La cantidad b se denomina coeficiente de regresion de Y sobre X.

En el modelo lineal de regresién la bondad del ajuste es simplemente
r2. Con lo cual el modelo lineal dard mejores predicciones cuando r sea
proximo a 1 6 -1.
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Interpretacion de los coeficientes de regresion

Obsérvese que la relaciéon 3.5 explica cosas como que si X varfa en 1
unidad, Y varia la cantidad b. Por tanto:

s Sib >0, las dos variables aumentan o disminuyen a la vez;

= Si b < 0, cuando una variable aumenta, la otra disminuye.

Ejemplo de calculo con un modelo de regresiéon lineal

En una muestra de 1.500 individuos se recogen datos sobre dos medi-
das antropométricas X e Y. Los resultados se muestran resumidos en los
siguientes estadisticos:

Obtener el modelo de regresion lineal que mejor aproxima Y en funcién
de X. Utilizando este modelo, calcular de modo aproximado la cantidad Y
esperada cuando X = 15.

Solucion:

Lo que se busca es la recta, Y=a+b-X , que mejor aproxima los valores
de Y (segun el criterio de los minimos cuadrados) en la nube de puntos
que resulta de representar en un plano (X,Y") las 1.500 observaciones. Los
coeficientes de esta recta son:

Sxy 45
b=——=—=11,25
52 4
a=79—b-T=100—- 11,25 x 14 = —57,5
Asi, el modelo lineal consiste en:

Y = —57,5+11,25- X
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Por tanto, si x = 15, el modelo lineal predice un valor de Y de:

J=-57,5+11,25 -2 = —=57,5+ 11,25 x 15 = 111,25

Propiedades de la regresién lineal

Una vez que ya tenemos perfectamente definida Y, (o bien X ) nos pre-
guntamos las relaciones que hay entre la media y la varianza de esta y la
de Y (o la de X). La respuesta nos la ofrece la siguiente proposicion:
Proposicion

En los ajustes lineales se conservan las medias, es decir

(3.6)
(3.7)

SRS
|
8] <

En cuanto a la varianza, no necesariamente son las mismas para los
verdaderos valores de las variables X e Y y sus aproximaciones X y Y,
pues sélo se mantienen en un factor de r2, es decir,

S? r? S (3.8)
Sy = Sk (3.9)

=

Observacién

Como consecuencia de este resultado, podemos decir que la proporcion
de varianza explicada por la regresion lineal es del r2 - 100 %.

Nos gustaria tener que » = 1, pues en ese caso ambas variables tendrian
la misma varianza, pero esto no es cierto en general. Todo lo que se puede
afirmar, como sabemos, es que

-1<r<1

y por tanto
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0<82 <S¢

La cantidad que le falta a la varianza de regresién, S 2};, para llegar hasta
la varianza total de Y, S%, es lo que se denomina varianza residual,

Proposicion

La varianza residual del modelo de regresion es de Y sobre X es la
varianza de la variable E =Y — Y.

Obsérvese que entonces La bondad del ajuste es

R2 _ _%_ _(1_ 2)_2
Yix S2 r)=r
Y

Para el ajuste contrario se define el error como £ = X — X, y andlogamente
su varianza residual es también proporcional a 1 — 2. Todo esto se puede
resumir como sigue:

Proposicién

Para los ajustes de tipo lineal se tiene que los dos coeficientes de deter-
minacién son iguales a 72, y por tanto representan ademds la proporcién
de varianza explicada por la regresién lineal:

Por ello:

» Si|r |~ 1 el ajuste es bueno (Y se puede calcular de modo bastante
aproximado a partir de X y viceversa).

» Si| 7 |= 0 las variables X e Y no estan relacionadas (linealmente al
menos), por tanto no tiene sentido hacer un ajuste lineal. Sin embargo
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no es seguro que las dos variables no posean ninguna relaciéon en el
caso 7 = 0, ya que si bien el ajuste lineal puede no ser procentente,
tal vez otro tipo de ajuste si lo sea.

Ejemplo

De una muestra de ocho observaciones conjuntas de valores de dos va-
riables X e Y, se obtiene la siguiente informacion:

dowi=24; > wiyi =64 Yy = 40;

St =12; S% =6.
Calcule:

1. La recta de regresién de Y sobre X. Explique el significado de los
parametros.

2. El coeficiente de determinaciéon. Comente el resultado e indique el
tanto por ciento de la variacién de Y que no estd explicada por el
modelo lineal de regresién.

3. Si el modelo es adecuado, jcudl es la prediccién ¢ para x = 4.
Solucién:

1. En primer lugar calculamos las medias y las covarianza entre ambas
variables:

T = Y x/n=24/8=3
> yi/n=40/8=5
Sxy = (O _aiyi)/n—Ty=64/8—-3x5=-7  (3.10)

8
I
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Con estas cantidades podemos determinar los parametros a y b de la
recta. La pendiente de la misma es b, y mide la variacién de Y cuando
X aumenta en una unidad:

Sxy -7
b=-— =—=—1,667
S% 6 ’

Al ser esta cantidad negativa, tenemos que la pendiente de la recta
es negativa, es decir, a medida que X aumenta, la tendencia es a la
disminuciéon de Y. En cuanto al valor de la ordenada en el origen, a,
tenemos:

il

a=75—-b-T=5—( 6

) x 3=8,5

Asi, la recta de regresion de Y como funciéon de X es:

A~

Vv =8,5-1,1667- X

2. El grado de bondad del ajuste lo obtenemos a partir del coeficiente
de determinacién:

R 2 Sxy 2_ (-7 _ o
yix =1 = S¢Sy 76X1270’6805768’05 0

Es decir, el modelo de regresién lineal explica el 68 % de la variabilidad
de Y en funcién de la de X. Por tanto queda un 32 % de variabilidad
no explicada.

3. La prediccién que realiza el modelo lineal de regresién para x = 4 es:
7y=28,5—1,1667 -z =8,5—1,6667 x 4 = 3,833

la cual hay que considerar con ciertas reservas, pues como hemos visto
en el apartado anterior,hay una razonable cantidad de variabilidad
que no es explicada por el modelo.
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Ejemplo de célculo en regresion lineal

En un grupo de 8 pacientes se miden las cantidades antropométricas
peso y edad, obteniéndose los siguientes resultados:

Resultado de las mediciones
X=edad [12 8 10 11 7 7 10 14
Y =peso | 58 42 51 54 40 39 49 56

(Existe una relacion lineal importante entre ambas variables? Calcular la
recta de regresion de la edad en funcion del peso y la del peso en funcién de
la edad. Calcular la bondad del ajuste ;FEn qué medida, por término medio,
varia el peso cada ano? ;En cudnto aumenta la edad por cada kilo de peso?

Solucion:

Para saber si existe una relacién lineal entre ambas variables se calcula el
coeficiente de correlacién lineal, que vale:

Sxy 15,2031
" T Sk Sy 2.3150 x 6,9631
ya que
8
79
in =79 — T =— =9,875 anos
i=1 8
8 389
Dyi=38 = =" =48625Kg
=1
: 2 2 823 2 ~ 2
> a7 =82 = Si= < 9,875% = 5, 3594 afios
i=1
= Sx = 2,3150 anos
8
19,303
>yl =19303 = S = ’8 — 48,6252 = 48, 4844 Kg?
=1
— Sy =6,9631 Kg
8 3,963 y
> ay; =3,963 = Sxy = — 9,875 x 48,625 = 15,2031 Kg - afio
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Por tanto el ajuste lineal es muy bueno. Se puede decir que el dngulo entre
el vector formado por las desviaciones del peso con respecto a su valor
medio y el de la edad con respecto a su valor medio, 6, es:

r =cosf = 6 = arccosr &~ 19°
es decir, entre esos vectores hay un buen grado de paralelismo (sélo unos

19 grados de desviacién).

La recta de regresién del peso en funcién de la edad es

Y = a1 +bX =20,6126+2,8367 - X

ap = J—b7T=20,6126 Kg
S

by = "2 =2,8367 Kg/aiio (3.11)
Sx

La recta de regresién de la edad como funcién del peso es

X = ax+bY =-53738+0,3136-Y

ay = T —byy = —5,3738 afios
S

by = =X =0,3136 aiios/Kg
SY

que como se puede comprobar, no resulta de despejar en la recta de regre-
sién de Y sobre X.

La bondad del ajuste es

R%, = Ry, =r"=0,8804

por tanto podemos decir que el 88,94 % de la variabilidad del peso
en funcién de la edad es explicada mediante la recta de regresiéon corres-
pondiente. Lo mismo podemos decir en cuanto a la variabilidad de la
edad en funcién del peso. Del mismo modo puede decirse que hay un
100 — 88,94 % = 11,06 % de varianza que no es explicada por las rectas
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de regresion. Por tanto la varianza residual de la regresién del peso en
funcién de la edad es

Sz =(1-7r?)-82 =0,1106 x 48,4844 = 5,33 Kg?
y la de la edad en funcién del peso:
St =(1—-7?)-8% =0,1106 x 5,3594 = 0,59 afos?

Por ultimo la cantidad en que varia el peso de un paciente cada ano es,
segun la recta de regresién del peso en funcién de la edad, la pendiente de
esta recta, es decir, by = 2,8367 Kg/ano. Cuando dos personas difieren en
peso, en promedio la diferencia de edad entre ambas se rige por la cantidad
by = 0,3136 anos/Kg de diferencia.

3.7. Problemas

Ejercicio 3.1. Se realiza un estudio para establecer una ecuacién mediante
la cual se pueda utilizar la concentracion de estrona en saliva(X) para
predecir la concentracion del esteroide en plasma libre (Y'). Se extrajeron
los siguientes datos de 14 varones sanos:

‘1,4 75 8,5 9 9 11 13 14 145 16 17 18 20

23

X
Y

‘30 25 31,5 275 395 38 43 49 55 485 51 64,5 63

1. Estudiese la posible relacion lineal entre ambas variables.
2. Obtener la ecuacién que se menciona en el enunciado del problema.

3. Determinar la variacion de la concentracién de estrona en plasma por
unidad de estrona en saliva.

Ejercicio 3.2. Los investigadores estan estudiando la correlaciéon entre
obesidad y la respuesta individual al dolor. La obesidad se mide como por-
centaje sobre el peso ideal (X). La respuesta al dolor se mide utilizando el

68
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umbral de reflejo de flexién nociceptiva (Y'), que es una medida de sensacién
de punzada. Se obtienen los siguientes datos:

X [8 90 75 30 51 75 62 45 90 20
Y|[2 3 4 45 55 7 9 13 15 14

1. ;Qué porcentaje de la varianza del peso es explicada mediante un
modelo de regeseién lineal por la variacion del umbral de reflejo?

2. Estudiese la posible relacion lineal entre ambas variables, obteniendo
su grado de ajuste.

3. ;Qué porcentaje de sobrepeso podemos esperar para un umbral de
reflejo de 107

Ejercicio 3.3. Se lleva a cabo un estudio, por medio de detectores radioac-
tivos, de la capacidad corporal para absorber hierro y plomo. Participan en
el estudio 10 sujetos. A cada uno se le da una dosis oral idéntica de hierro
y plomo. Después de 12 dias se mide la cantidad de cada componente rete-
nida en el sistema corporal y, a partir de ésta, se determina el porcentaje
absorbido por el cuerpo. Se obtuvieron los siguientes datos:

Porcentaje de hierro = X ‘ 17 22 35 43 80 8 91 92 96 100

Porcentaje de plOmOEY‘ 8§ 17 18 25 58 59 41 30 43 58

1. Comprobar la idoneidad del modelo lineal de regresién.
2. Obtener la recta de regresion, si el modelo lineal es adecuado.

3. Predecir el porcentaje de hierro absorbido por un individuo cuyo sis-
tema corporal absorbe el 15 % del plomo ingerido.
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Ejercicio 3.4. Para estudiar el efecto de las aguas residuales de las alcan-
tarillas que afluyen a un lago, se toman medidas de la concentracién de
nitrato en el agua. Para monitorizar la variable se ha utilizado un antiguo
método manual. Se idea un nuevo método automdtico. Si se pone de mani-
fiesto una alta correlacién positiva entre las medidas tomadas empleando
los dos métodos, entonces se hara uso habitual del método automatico. Los
datos obtenidos son los siguientes:

Manual = X ‘25 40 120 75 150 300 27Y0 400 450 575

Automatico =Y ‘ 30 80 150 80 200 350 240 320 470 583

1. Hallar el coeficiente de determinacién para ambas variables.

2. Comprobar la idoneidad del modelo lineal de regresién. Si el modelo es
apropiado, hallar la recta de regresion de Y sobre X y utilizarla para
predecir la lectura que se obtendria empleando la técnica automatica
con una muestra de agua cuya lectura manual es de 100.

3. Para cada una de las observaciones, halle las predicciones que ofrece
el modelo lineal de regresién para X en funcién de Y, e Y en funcion
de X, es decir, X e Y.

4. Calcule los errores para cada una de dichas predicciones, es decir, las
variables X — X eY —Y.

5. (Que relacion hay entre las medias de X y X7 .Y entre las de Y e
Y?

6. Calcule las medias de X — X e Y — Y. ;Era de esperar el valor
obtenido?

7. Calcule las varianzas de X, X, Y, YV, X - X eY — Y.
8. ;Qué relacién existe entre S% y S?”( .Y entre SZ y S}%?

9. ;Que relacién ecuentra entre 8)2( y 8_?(7 X? ,También es valida para
2 2 9
Sy y Sy,y'
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10. Justifique a partir de todo lo anterior porqué se denomina 72 como

grado de bondad del ajuste lineal.

Ejercicio 3.5. Se ha medido el aclaramiento de creatinina en pacientes
tratados con Captopril tras la suspension del tratamiento con didlisis, re-
sultando la siguiente tabla:

Dias tras la diéliSiSEX‘ 1 5 10 15 20 25 35
Creatinina (mg/dl) =Y | 5,7 52 48 45 42 4 38

1. Héllese la expresién de la ecuacién lineal que mejor exprese la va-
riacién de la creatinina, en funcién de los dias transcurridos tras la
didlisis, asi como el grado de bondad de ajuste y la varianza residual.

2. (En qué porcentaje la variacién de la creatinina es explicada por el
tiempo transcurrido desde la dialisis?

3. Si un individuo presenta 4’1 mg/dl de creatinina, jcudnto tiempo es
de esperar que haya transcurrido desde la suspensién de la dialisis?

Ejercicio 3.6. En un ensayo clinico realizado tras el posible efecto hipo-
tensor de un fiarmaco, se evalia la tensién arterial diastdlica (TAD) en
condiciones basales (X), y tras 4 semanas de tratamiento (Y'), en un total
de 14 pacientes hipertensos. Se obtienen los siguiente valores de TAD:

‘95 100 102 104 100 95 95 98 102 96 100 96 110 99

X
Y‘85 94 8 88 8 80 80 92 90 76 90 87 102 89

1. ;Existe relacién lineal entre la TAD basal y la que se observa tras el
tratamiento?

2. ;Cuél es el valor de TAD esperado tras el tratamiento, en un paciente
que presenté una TAD basal de 95 mm de Hg?
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Ejercicio 3.7. Se han realizado 9 tomas de presion intracraneal en animales
de laboratorio, por un método estindar directo y por una nueva técnica
experimental indirecta, obteniéndose los resultados siguientes en mm de
Hg:

Método estandar = X ‘9 12 28 72 30 38 76 26 52
Método experimentaIEY‘G 10 27 67 25 35 75 27 53

1. Hallar la ecuacién lineal que exprese la relacion existente entre las
presiones intracraneales, determinadas por los dos métodos.

2. ;Qué tanto por ciento de la variabilidad de Y es explicada por la
regresién? Hallese el grado de dependencia entre las dos variables y
la varianza residual del mismo.



Capitulo 4

Calculo de probabilidades y
variables aleatorias

4.1. introduccién

Si el tinico proposito del investigador es describir los resultados de un ex-
perimento concreto, los métodos analizados en los capitulos anteriores pue-
den considerarse suficientes. No obstante, si lo que se pretende es utilizar la
informacién obtenida para extraer conclusiones generales sobre todos aque-
llos objetos del tipo de los que han sido estudiados, entonces estos métodos
constituyen sélo el principio del andlisis, y debe recurrirse a métodos de
inferencia estadistica, los cuales implican el uso inteligente de la teoria de
la probabilidad.

Comenzamos este bloque interpretando la nocién de probabilidad y la
terminologia subyacente a esta area de las matematicas, ya que la probabi-
lidad constituye por si misma un concepto basico que refleja su relacién con
la faceta del mundo exterior que pretende estudiar: los fenémenos aleato-
rios, los cuales obedecen unas ciertas reglas de comportamiento. De alguna
manera, el concepto de probabilidad, se relaciona o nos recuerda las pro-
piedades de la frecuencia relativa.

A partir de ella, y junto con las definiciones de probabilidad condiciona-
da y la de sucesos independientes, se deducen los teoremas fundamentales

99
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del Célculo de Probabilidades.

Nos centraremos posteriormente en el eslabén que une la teoria de la
probabilidad y la estadistica aplicada: la nocién de variable aleatoria, mos-
trando de esta manera, como puede emplearse la teoria de la probabilidad
para sacar conclusiones precisas acerca de una poblaciéon en base a una
muestra extraida de ella, y que muchos de los estudios estadisticos son de
hecho, estudio de las propiedades de una o mas variables aleatorias.

Tal como hemos citado anteriormente, en las aplicaciones practicas es
importante poder describir los rasgos principales de una distribucién, es
decir, caracterizar los resultados del experimento aleatorio mediante unos
parametros. Llegamos asi al estudio de las caracteristicas asociadas a una
variable aleatoria introduciendo los conceptos de esperanza y varianza ma-
tematica, relaciondandolos con los conceptos de media y varianza de una
variable estadistica.

El cédlculo de probabilidades nos suministra las reglas para el estudio
de los experimentos aleatorios o de azar, constituyendo la base para la
estadistica inductiva o inferencial.

Para trabajar con el cdlculo de probabilidades es necesario fijar previa-
mente cierta terminologia. Vamos a introducir parte de ella en las proximas
lineas.

4.2. Experimentos y sucesos aleatorios

Diremos que un experimento es aleatorio si se verifican las siguientes con-
diciones:

1. Se puede repetir indefinidamente, siempre en las mismas condiciones;

2. Antes de realizarlo, no se puede predecir el resultado que se va a
obtener;

3. El resultado que se obtenga, e, pertenece a un conjunto conocido
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previamente de resultados posibles. A este conjunto, de resultados
posibles, lo denominaremos espacio muestral y lo denotaremos nor-
malmente mediante la letra E. Los elementos del espacio muestral se
denominan sucesos elementales.

el,es € K — e1, es son sucesos elementales.

Cualquier subconjunto de E serd denominado suceso aleatorio, y se de-
notard normalmente con las letras A, B,. ..

A BCFE == A, B son sucesos aleatorios.

4.2.1. Operaciones basicas con sucesos aleatorios

Al ser los sucesos aleatorios nada mas que subconjuntos de un conjunto
E —espacio muestral—, podemos aplicarles las conocidas operaciones con
conjuntos, como son la union, interseccién y diferencia:

Uniédn:

Dados dos sucesos aleatorios A, B C FE, se denomina suceso unién de
A y B al conjunto formado por todos los sucesos elementales que perte-
necen a A o bien que pertenecen a B (incluyendo los que estdn en ambos
simultdneamente), es decir

AUB={ecE : ec A 6 ec B} (4.1)

Interseccion:
Dados dos sucesos aleatorios A, B C F, se denomina suceso intersec-

cion de A y B al conjunto formado por todos los sucesos elementales que
pertenecen a Ay B a la vez, es decir,

ANB={e€E : ec A y ademds e € B} (4.2)



102 Bioestadistica: Métodos y Aplicaciones

Diferencia:

Dados dos sucesos aleatorios A, B C FE, se llama suceso diferencia de
Ay B, y se representa mediante A\B, o bien A — B, al suceso aleatorio

formado por todos los sucesos elementales que pertenecen a A, pero no a
B:

AAB=A-B={e€F : ecA yademss e¢ B} = ANB (4.3)

Diferencia simétrica:

Si A, B C F, se denomina suceso diferencia simétrica de A y B, y se
representa mediante AA B, al suceso aleatorio formado por todos los sucesos
elementales que pertenecen a A y no a B, y los que estdn en B y no en A:

AAB = (A\B)U(B\A) = (AUB)\(ANB) (4.4)

4.3. Experimentos aleatorios y probabilidad

Se denominan experimentos deterministas aquellos que realizados
de una misma forma y con las mismas condiciones iniciales, ofrecen siempre
el mismo resultado. Como ejemplo, tenemos que un objeto de cualquier
masa partiendo de un estado inicial de reposo, y dejado caer al vacio desde
una torre, llega siempre al suelo con la misma velocidad: v = /2 g h.

Cuando en un experimento no se puede predecir el resultado final, ha-
blamos de experimento aleatorio. Este es el caso cuando lanzamos un
dado y observamos su resultado.

4.3.1. Nocidén frecuentista de probabilidad

En los experimentos aleatorios se observa que cuando el niimero de
experimentos aumenta, las frecuencias relativas con las que ocurre cierto
suceso e, fn(e),
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(@ (b)

E © E (d)

Figura 4.1: Dados dos sucesos aleatorios A, B C FE se representa: en (a)
AUB; en (b) ANB;en (¢c) A— B;en (d) AAB.

numero de ocurrencias de e

fnle) =

n

tiende a converger hacia cierta cantidad que denominamos probabilidad
de e. Esta es la nocién frecuentista de probabilidad.

Prob [6] = nlirgo fn(e)

En la Figura 4.2 se presenta la evolucién de la frecuencia relativa del
numero de caras obtenido en el lanzamiento de una moneda en 100 ocasiones
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(simulado por un ordenador). En principio la evolucién de las frecuencias
relativas es erratica, pero a medida que el niimero de tiradas aumenta,
tiende a lo que entendemos por probabilidad de cara.

0.6

0.4 b

0.3F b

frecuencia de caras

0.2 i

0.1H i

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Lanzamientos de moneda

Figura 4.2: Convergencia a 1/2 de la frecuencia relativa del nimero de
caras obtenido en lanzamientos sucesivos de una moneda (simulacién en
ordenador).

Problemas de la nocién frecuentista de probabilidad

La nocién frecuentista de probabilidad no puede usarse en la practica
como definicién de la probabilidad por que::

= se requiere realizar un ntmero infinito de veces un experimento pa-
ra calcular una probabilidad. Por ejemplo, lanzar infinitas veces un
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dado para ver que las frecuencias relativas de la aparicion de cada
cara convergen a 1/6. Esto puede suplirse en la practica realizando el
experimento un numero suficientemente elevado de veces, hasta que
tengamos la precision que requieran nuestros calculos. Sin embargo,

= los experimentos aleatorios a veces no pueden ser realizados, como
es el caso de calcular la probabilidad de morir jugando a la ruleta
rusa con un revolver: no es posible (o no se debe) calcular esta pro-
babilidad repitiendo el experimento un nimero indefinidamente alto
de veces para aproximarla mediante la frecuencia relativa). Para ello
existen métodos mucho més seguros, como los que mencionaremos a
continuacién.

4.3.2. Probabilidad de Laplace

Si un experimento cualquiera puede dar lugar a un nimero finito de resul-
tados posibles, y no existe ninguna razén que privilegie unos resultados en
contra de otros, se calcula la probabilidad de un suceso aleatorio A, segin
la regla de Laplace como el cociente entre el niimero de casos favorables
a A,y el de todos los posibles resultados del experimento:

numero de casos favorables a A

PlA] =

numero de casos posibles

4.3.3. Definiciéon axiomatica de probabilidad

Para hacer una definicién rigurosa de la probabilidad, necesitamos precisar
ciertas leyes o axiomas que deba cumplir una funcién de probabilidad. Con
la definicion axiomatica de la probabilidad pretendemos dar el menor
conjunto posible de estas reglas, para que las demas se deduzcan como una
simple consecuencia de ellas.

Concepto axiomatico de probabilidad

Dado un espacio muestral F, diremos que P es una probabilidad sobre .A
si las siguientes propiedades (aziomas) son verificadas:
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Ax-1. La probabilidad es una funcién definida sobre A y que sélo
toma valores positivos comprendidos entre 0 y 1

P: A — [0,1]CR
ACE, Ac A — 0<PIA LI
Ax-2. La probabilidad del suceso seguro es 1
PIE] =1

Ax-3. La probabilidad de la unién numerable de sucesos disjuntos es
la suma de sus probabilidades (figura 4.3):

Al,AQ,...,An,... ceA=—7P [U A;| :ZP[Az]
=1

=1

A

Ay

Figura 4.3: El tercer axioma de probabilidad indica que si A = AjUAsU - - -
con A;NA; =0, entonces P[A] = P[A1] + P[A2] + - --

4.4. Probabilidad condicionada e independencia
de sucesos

Sea B C FE un suceso aleatorio de probabilidad no nula, P[B] > 0. Para
cualquier otro suceso A C FE, llamamos probabilidad condicionada de
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A a B ala cantidad que representamos mediante P[A|p] o bien Pp[A] y
que se calcula como:

P[ANB]

PlAB] = PB]

Ejemplo de célculo de probabilidades condicionadas

Se lanza un dado al aire ;Cual es la probabilidad de que salga el nimero
47 Si sabemos que el resultado ha sido un nimero par, ;se ha modificado
esta probabilidad?

Solucion:

El espacio muestral que corresponde a este experimento es
E={1,2,3,4,5,6}
y se ha de calcular la probabilidad del suceso A = {4}. Si el dado no

estd trucado, todos los ntimeros tienen la misma probabilidad de salir, y
siguiendo la definicién de probabilidad de Laplace,

casos favorables

Al =
PlAl casos posibles

numero de elementos en {4}

numero de elementos en {1,2,3,4,5,6}
1
= = 4.5
- (45)
Obsérvese que para calcular la probabilidad de A segin la definicién de
Laplace hemos tenido que suponer previamente que todos los elementos del
espacio muestral tienen la misma probabilidad de salir, es decir:

Por otro lado, si ha salido un nimero par, de nuevo por la definicién de
probabilidad de Laplace tendriamos
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casos favorables

Poarld] =
par4] casos posibles

numero de elementos en {4}

numero de elementos en {2,4,6}
1

3

Esta misma probabilidad se podria haber calculado siguiendo la definicién
de la probabilidad condicionada, ya que si escribimos

A={4} =  PlA= é
B ={2,4,6} = P[B]:é+é+%:%:%
ANB={4 =  PlAnB]= é (4.6)

y entonces

Ppar[4] = Pp[A] = P[A ] = Pg};]B] - 1;(25 - é

que por supuesto coincide con el mismo valor que calculamos usando la
definicién de probabilidad de Laplace.

Independencia

Obsérvese que segtin la definicién de probabilidad condicionada, se pue-
de escribir la probabilidad de la interseccién de dos sucesos de probabilidad
no nula como

PIA] - P[B)a]
PlANB] =
P[B] - P[A5]
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O sea, la probabilidad de la interseccion de dos sucesos, es la probabilidad
de uno cualquiera de ellos, multiplicada por la probabilidad del segundo
sabiendo que ha ocurrido el primero.

Si entre dos sucesos no existe ninguna relacién cabe esperar que la
expresion “sabiendo que” no aporte ninguna informacién. De este modo
introducimos el concepto de independencia de dos sucesos A y B como:

’A es independiente de B = P[ANB] = P[A] - P|B] ‘

4.5. Teoremas fundamentales del calculo de pro-
babilidades

Hay algunos resultados importantes del calculo de probabilidades que son
conocidos bajo los nombres de teorema de la probabilidad compuesta, teo-
rema de la probabilidad total y teorema de Bayes. Veamos cuales son estos
teoremas, pero previamente vamos a enunciar a modo de recopilacién, una
serie de resultados elementales.

Reglas de calculo de probabilidades basicas

Sean A, B C F no necesariamente disjuntos. Se verifican entonces las
siguientes propiedades:

1. Probabilidad de la unién de sucesos:

| P[AUB] = P[4] + P[B] - P[AnB]] (4.7)

2. Probabilidad de la interseccién de sucesos:

PA] - P[B)A]
P[ANB] = (4.8)
P[B] - PlA;s]




110 Bioestadistica: Métodos y Aplicaciones

3. Probabilidad del suceso contrario:

P[A] =1 —PI[A] (4.9)

4. Probabilidad condicionada del suceso contrario:

P[A) = 1 — P[Ag] (4.10)

Ejemplo de calculo de probabilidades con intersecciones

En una universidad el 50 % de los alumnos habla inglés, el 20 % francés y
el 5% los dos idiomas ;Cuél es la probabilidad de encontrar alumnos que
hablen alguna lengua extranjera?

Solucién:

Sea A el suceso hablar inglés: P[A] =0, 5.

Sea B el suceso hablar francés: P[B] =0, 2.

El suceso hablar francés e inglés es ANB: P[ANB] = 0, 05.
Ast:

P[AUB] = P[A] + P[B] — P[ANB] = 0,5+ 0,2 — 0,05 = 0, 65

4.5.1. Teorema de la probabilidad compuesta

Sea A1, As, ..., A, C E una coleccién de sucesos aleatorios. Entonces:
P[A1As--- Ay = P[A1] - P[Aa| A1] - P[As| A1Ag] -+ - P[A,| A1As--- A 4]

4.5.2. Sistema exhaustivo y excluyente de sucesos

Los teoremas que restan nos dicen como calcular las probabilidades de
sucesos cuando tenemos que el suceso seguro estd descompuesto en una
serie de sucesos incompatibles de los que conocemos su probabilidad. Para
ello necesitamos introducir un nuevo concepto: Se dice que la coleccién
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Figura 4.4: Ay, A, A3, A4 forman un sistema exhaustivo y excluyente se
Sucesos.

Ay, A, ..., A, C E es un sistema exhaustivo y excluyente de sucesos
si se verifican las relaciones (véase la figura 4.4):

U A=E

=1

AiﬂAj:V) Vi#£j

4.5.3. Teorema de la probabilidad total

Sea A1, Ao, ..., A, C E un sistema exhaustivo y excluyente de sucesos.
Entonces

VBCE, = P[B] = an P[Ba,] - PA] (4.11)
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Ejemplo de cédlculo usando el teorema de la probabilidad total

Se tienen dos urnas, y cada una de ellas contiene un nimero diferente
de bolas blancas y rojas:

= Primera urna, Uy: 3 bolas blancas y 2 rojas;

= Segunda urna, Us: 4 bolas blancas y 2 rojas.
Se realiza el siguiente experimento aleatorio:

Se tira una moneda al aire y si sale cara se elige una bola de la
primera urna, y si sale cruz de la segunda.

;,Cual es la probabilidad de que salga una bola blanca?

Solucién: La situaciéon que tenemos puede ser esquematizada como

3B 4B

2 R 2 R

U1 U2
PlUL] =1/2 PlUz] =1/2
P[B|U1] = 3/5 ,P[B|U2} = 4/6

Como U y Us forman un sistema incompatible y excluyente de sucesos (la
bola resultado debe provenir de una de esas dos urnas y de una sélo de
ellas), el teorema de la probabilidad total nos permite afirmar entonces que

31 4 1 19
Bl = PIBy - B - T O
4.5.4. Teorema de Bayes
Sea A1, Ao, ..., A, C E un sistema exhaustivo y excluyente de sucesos.

Sea B C E un suceso del que conocemos todas las cantidades P[By,],
1=1,...,n, alas que denominamos verosimilitudes. entonces se verifica:
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P[Ba,] - P[A;j]

iP[B|A¢] ’ P[Ai]

Vi=1....n,  PlA,l= (4.12)

Ejemplo de céalculo con el teorema de Bayes

Se tienen tres urnas. Cada una de ellas contiene un numero diferente
de bolas blancas y rojas:

= Primera urna, Uy: 3 bolas blancas y 2 rojas;
= Segunda urna, Us: 4 bolas blancas y 2 rojas;

s Tercera urna, Us: 3 bolas rojas.

Se realiza el siguiente experimento aleatorio:

Alguien elije al azar y con la misma probabilidad una de las tres
urnas, y saca una bola.

Si el resultado del experimento es que ha salido una bola blanca, jcual es la
probabilidad de que provenga de la primera urna? Calcular lo mismo para
las otras dos urnas.

Solucidn:

Vamos a representar en un esquema los datos de que disponemos:

3B 4B 0B
¥ ¥ ¥
Uy Us Us
Pl =1/3 Pl =1/3 PlUS| = 1/3
P[Bj,] = 3/5 P[Byu,] = 4/6 P[Byy,] =0

En este caso Uy, Us y Us forman un sistema incompatible y excluyente de
sucesos (la bola resultado debe provenir de una de esas tres urnas y de una
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so6lo de ellas), por tanto es posible aplicar el teorema de Bayes:

7D[B|U1] ’ P[Ul}

POWSL = BB TP+ PlBu] - P02 + PBu,] - PO
3 1
B 573
R
5 3 6 3 3
9
=

Con respecto a las demads urnas hacemos lo mismo:

P[Bju,| - P[Us]

PICuE) = p(B T PN + P(Bus) - P02 + PlBoy] - PIUA)
4 1
_ 63
3T 4
5 3+6 3+ 3
10
T
,P[U ] ’P[B|U3]'P[U3}
o P[Bt,] - P[UL] + P[By,] - PU2] + P[B,] - PIUs]
1
_ "3

3
5 3
0
Comentario sobre el teorema de Bayes

Obsérvese que en el ejemplo anterior, antes de realizar el experimento

aleatorio de extraer una bola para ver su resultado, teniamos que la pro-
babilidad de elegir una urna i cualquiera es P[U;]. Estas probabilidades se
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denominan probabilidades a priori. Sin embargo, después de realizar el
experimento, y observar que el resultado del mismo ha sido la extraccién de
una bola blanca, las probabilidades de cada urna han cambiado a P[U;g].
Estas cantidades se denominan probabilidades a posteriori. Vamos a
representar en una tabla la diferencia entre ambas:

a priori a posteriori Las probabilidades a priori cambian de tal
PlUr] =1/3 | P[Uy ] = 9/19 modo de las a posteriori que una vez obser-
PlUs] =1/3 | P[Ugp] =10/19 =  vado el resultado del experimento aleatorio,
PlUs] =1/3 | PlUsg] =0 se puede afirmar con certeza que no fue ele-

1 1 gida la tercera urna.

Esta fenémeno tiene aplicaciones fundamentales en Ciencia: Cuando se
tienen dos teorias cientificas diferentes, 77 y 15, que pretenden explicar
cierto fenémeno, y a las que asociamos unas probabilidades a priori de ser
ciertas,

P[Th], P[I3]

podemos llevar a cabo la experimentacién que se considere mas conveniente,
para una vez obtenido el cuerpo de evidencia, B, calcular como se modifican
las probabilidades de verosimilitud de cada teoria mediante el teorema de
Bayes:

P[T1B] , P[T2s]

Asf la experimentacion puede hacer que una teoria sea descartada si P[1} 5] ~
0 o reforzada si P[T;g] =~ 1. Una aplicacién bésica de esta técnica la te-
nemos en Medicina para decidir si un paciente padece cierta enfermedad o
no, en funcién de los resultados de un test diagndstico.

4.6. Tests diagnoésticos

Los tests diagnésticos son una aplicacion del teorema de Bayes a la Medi-
cina, y se basan en lo siguiente:
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1. Se sospecha que un paciente puede padecer cierta enfermedad, que

tiene una incidencia de la enfermedad en la poblacién (proba-
bilidad de que la enfermedad la padezca una persona elegida al azar)
de PIE];

. Como ayuda al diagndstico de la enfermedad, se le hace pasar una

serie de pruebas (tests), que dan como resultado:

» Positivo, T, si la evidencia a favor de que el paciente esté en-
fermo es alta en funcién de estas pruebas;

= Negativo, T, en caso contrario.

Previamente, sobre el test diagndstico a utilizar, han debido ser esti-
madas las cantidades:

Sensibilidad: Es la probabilidad de el test de positivo sobre una
persona que sabemos que padece la enfermedad, P[T+| Bl

Especificidad: Es la probabilidad que el test de negativo sobre una
persona que no la padece, P[T*‘E].

Lo que interesa saber en la practica es, predecir si una persona esta sa-
na o enferma, a partir del resultado del test diagnéstico, es decir, las
cantidades:

Indice predictivo positivo: Es la probabilidad de que un indivi-
duo esté enfermo si el test di6 resultado positivo, P[Ejp+].

Especificidad: Es la probabilidad que el test de negativo sobre una
persona que no la padece, Epir-].

La sensibilidad y especificidad se denominan también respectivamen-
te tasa de verdaderos positivos y tasa de verdaderos negati-
vos. Estas cantidades son calculadas de modo aproximado, antes de
utilizar el test diagnostico, considerando grupos suficientemente nu-
merosos de personas de las que sabemos si padecen la enfermedad o
no, y estimando los porcentajes correspondientes. Tipicamente esta
labor es realizada por un laboratorio que quiere probar la eficacia de
un test diagndstico. Los indices predictivos son interesantes sobre to-
do para el clinico que efectivamente desea evaluar la probabilidad de
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que un individuo esté o no enfermo, en funcion de los resultados de
las pruebas qu se realizan sobre el mismo.

Ejemplo de calculo en tests diagnésticos

Se toman 100 personas sanas y 100 enfermas, y se observa que

E FE
T | 89 3 Tasa de verdaderos positivos: 89 %
Tasa de falsos positivos: 3%
Tasa de verdaderos negativos: 97 %
T— | 11 | 97 Tasa de falsos negativos: 11%
100 100

3. teniendo en cuenta el resultado del test diagndstico, se utiliza el teore-
ma de Bayes para ver cual es, a la vista de los resultados obtenidos, la
probabilidad de que realmente esté enfermo si le dio positivo (indice
predictivo de verdaderos positivos),

P[T7 5] - PE]
PIT+ 5] - PIE] + PIT* 5] - PE)

PlEir+] =

o la de que esté sano si le dio negativo (indice predictivo de ver-
daderos negativos):

PlEpr-] = P 7

PIT- 5] PIE] + PIT- 5] - P[E]

Otro ejemplo de calculo con tests diagndsticos

Con el objeto de diagnosticar la colelietasis se usan los ultrasonidos. Tal
técnica tiene una sensibilidad del 91 % y una especificidad del 98 %. En la
poblacién que nos ocupa, la probabilidad de colelietasis es de 0, 2.
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1. Si a un individuo de tal poblacién se le aplican los ultrasonidos y dan
positivos, jcudl es la probabilidad de que sufra la colelietasis?

2. Si el resultado fuese negativo, jcual seria la probabilidad de que no
tenga la enfermedad?

Solucion:

Vamos a utilizar la siguiente notacién:

» FE = Padecer la enfermedad (colelietasis);
» I = No padecer la enfermedad;
» 7" = El resultado del test es positivo;

= T~ = El resultado del test es negativo;

Los datos de que disponemos son las probabilidades condicionadas

Sensibilidad o Tasa de Verdaderos Positivos = P[T" g] = 091,

Especificidad o Tasa de verdaderos Negativos = P[T_@] =0,98

y la incidencia de la enfermedad en la poblacién
P[E] = 0,20

En el primer apartado se pide calcular el “Indice Predictivo de Verdaderos
Positivos”, P[Ejp+], que por el teorema de Bayes es:

P[T*g] - PE] 0,91-0,2

PIT+ 5] PIE|+ PIT7 5 - P[E]  0,91-0,2+0,02-0,8
—_—
1-P[r= 5] 1-PIE]

PlEg+] = = 10,9192
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En el segundo apartado, se ha de calcular el “Indice Predictivo de Ver-

daderos Negativos”, P[Ep-],

_ PIT~ %] PIE .
SR . L IR Y X YRy
'p[T—‘E] -PIE]+ P[T™ 5] -P[E] 0,98-0,8+0,09-0,2
———
1-P[T+ g]

4.7. Problemas

Ejercicio 4.1. Una mujer portadora de hemofilia clasica da a luz tres hijos.

1. ;Cual es la probabilidad de que de los tres hijos, ninguno esté afectado
por la enfermedad?

2. Cual es la probabilidad de que exactamente dos de los tres ninos
esté afectado?

Ejercicio 4.2. El1 60 % de los individuos de una poblacién estdn vacunados
contra una cierta enfermedad. Durante una epidemia se sabe que el 20 % la
ha contraido y que 2 de cada 100 individuos estan vacunados y son enfermos.
Calcular el porcentaje de vacunados que enferma y el de vacunados entre
los que estan enfermos..

Ejercicio 4.3. La proporcién de alcohdlicos que existe en la poblacién de
Malaga es, aproximadamente, un 10 %; no obstante, en las bajas que dan
los médicos de la Seguridad Social dificilmente se encuentra el diagnodsti-
co de alcoholismo. Aparecen sin embargo diagnosticados de hepatopatias,
lumbalgias, etc., que pueden hacer sospechar alcoholismo subyacente. Se
realizé un estudio que puso de manifiesto que el 85 % de los individuos al-
cohdlicos y el 7% de los no alcohdlicos sufrian tales patologias. Se desea
saber cudl es la probabilidad de que un individuo con esas patologias sea
realmente alcohdlico.
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Ejercicio 4.4. Dos tratamientos A y B curan una determinada enferme-
dad en el 20 % y 30 % de los casos, respectivamente. Suponiendo que ambos
actian de modo independiente, cual de las dos siguientes estrategias utili-
zaria para curar a un individuo con tal enfermedad:

1. Aplicar ambos tratamientos a la vez.

2. Aplicar primero el tratamiento B y, si no surte efecto, aplicar el A.

Ejercicio 4.5. Se eligen al azar 3 deportistas de un equipo de 10 integrantes
para realizar un control antidopaje; Se sabe que 2 de los jugadores del
equipo han tomado sustancias prohibidas. ; Cudl es la probabilidad de elegir
para el analisis a alguno de los infractores?

Ejercicio 4.6. Estamos interesados en saber cual de dos andlisis A y B es
mejor para el diagnéstico de una determinada enfermedad, de la cual sabe-
mos que la presentan un 10 % de individuos de la poblacién. El porcentaje
de resultados falsos positivos del andlisis A es del 15% y el de B es del
22 %. El porcentaje de falsos negativos de A es del 7% y de B es del 3 %.
;,Cudl es la probabilidad de acertar en el diagndstico con cada método?

Ejercicio 4.7. Con objeto de diagnosticar la colelitiasis se usan los ultra-
sonidos. Tal técnica tiene una sensibilidad del 91 % y una especificidad del
98 %. En la poblacién que nos ocupa la probabilidad de colelitiasis es del

20 %.

1. Si a un individuo de tal poblacién se le aplican los ultrasonidos y dan
positivos, jcual es la probabilidad de que sufra la colelitiasis?

2. Si el resultado fuese negativo, jcudl es la probabilidad de que no tenga
la enfermedad?

Ejercicio 4.8. Entre los estudiantes de una Facultad de Filosofia y Letras
se dan las siguientes proporciones: el 40% son hombres. El 70% de los
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varones fuman, mientras que entre las mujeres sélo fuman el 20 %. Escogido
un estudiante al azar, calcilese la probabilidad de que fume.

Ejercicio 4.9. Los estudios epidemiolégicos indican que el 20% de los
ancianos sufren un deterioro neuropsicolégico. Sabemos que la tomografia
axial computerizada (TAC) es capaz de detectar este trastorno en el 80 %
de los que lo sufren, pero que también da un 3 % de falsos positivos entre
personas sanas. Si tomamos un anciano al azar y da positivo en el TAC,
jcudl es la probabilidad de que esté realmente enfermo?

Ejercicio 4.10. Sabemos que tiene estudios superiores el 15 % de la po-
blacién espanola, estudios medios el 40 %, estudios primarios el 35% y no
tiene estudios el 10%. Los desempleados no se distribuyen proporcional-
mente entre esas categorias, dado que de entre los de estudios superiores
estan sin trabajo el 10%, entre los de estudios medios el 35 %, entre los
de estudios primarios el 18 %, y entre los que no tienen estudios el 37 %.
Obtenga las probabilidades de que extraido uno al azar, éste sea:

1. Titulado superior, sabiendo que esta parado.
2. Un sujeto sin estudios que esta en paro.

3. Un sujeto con estudios primarios o que estd trabajando.

Ejercicio 4.11. Una enfermedad puede estar producida por tres virus A,
B, v C. En el laboratorio hay 3 tubos de ensayo con el virus A, 2 tubos
con el virus B y 5 tubos con el virus C. La probabilidad de que el virus A
produzca la enfermedad es de 1/3, que la produzca B es de 2/3 y que la
produzca el virus C es de 1/7. Se inocula un virus a un animal y contrae

la enfermedad. ;Cudl es la probabilidad de que el virus que se inocule sea
el C?

Ejercicio 4.12. El 70 % de los estudiantes aprueba una asignatura A y un
60 % aprueba otra asignatura B. Sabemos, ademéds, que un 35% del total
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aprueba ambas. Elegido un estudiante al azar, calcular las probabilidades
de las siguientes situaciones:

1. Haya aprobado la asignatura B, sabiendo que ha aprobado la A.

2. Haya aprobado la asignatura B, sabiendo que no no ha aprobado la
A.

3. No haya aprobado la asignatura B, sabiendo que ha aprobado la A.

4. No haya aprobado la asignatura B, sabiendo que no ha aprobado la

A.

Ejercicio 4.13. La cuarta parte de los conductores de coche son mujeres.
La probabilidad de que una mujer sufra un accidente en un afio es de
5/10.000, y para los hombres es de 1/10.000. Calctilese la probabilidad de
que si acaece un accidente, el accidentado sea hombre.

Ejercicio 4.14. En un campus universitario existen 3 carreras sanitarias.
Se sabe que el 50% cursan estudios de Enfermeria, el 30 % Medicina y
el 20% Veterinaria. Los que finalizaron sus estudios son el 20, 10 y 5%
respectivamente. Elegido un estudiante al azar, héllese la probabilidad de
que haya acabado la carrera.



Capitulo 5

Variables aleatorias

5.1. Introduccion

Normalmente, los resultados posibles (espacio muestral E) de un expe-
rimento aleatorio no son valores numéricos. Por ejemplo, si el experimento
consiste en lanzar de modo ordenado tres monedas al aire, para observar
el nimero de caras (C) y cruces (R) que se obtienen, el espacio muestral
asociado a dicho experimento aleatorio seria:

E = {CCC,CCR,CRC,CRR, RCC,RCR, RRC, RRR}

En estadistica resulta mas facil utilizar valores numéricos en lugar de
trabajar directamente con los elementos de un espacio muestral como el
anterior. Asi preferimos identificar los sucesos {CRR, RCR, RRC} con el
valor numérico 1 que representa el numero de caras obtenidas al realizar
el experimento. De este modo aparece el concepto de variable aleatoria
unidimensional como el de toda funcién

X:F — IR

e — X(e)=ux

que atribuye un tinico nimero real x., a cada suceso elemental e, del espacio
muestral F

123
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Por ejemplo, en el ejemplo anterior, se define la variable aleatoria (v.a.
en adelante)

X = numero de caras

del siguiente modo:
X:F— R

x(cee) =3

X(CCR) = X(CRC) = X(RCC) = 2

X(RRC) = X(RCR) = X(CRR) =1

X(RRR) =0

En funcién de los valores que tome la variable, esta puede ser clasificada
en discreta o continua del siguiente modo:

v.a. discreta es aquella que sélo puede tomar un nimero finito o infinito
numerable de valores. Por ejemplo,

X:FE—IN

v.a. continua es la que puede tomar un ntmero infinito no numerable de
valores.

X F— IR
Vamos a estudiar los conceptos més importantes relacionados con la

distribucién de probabilidad de una v.a., diferenciando entre los casos de
v.a. discreta y v.a. continua.
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5.2. Variables aleatorias discretas

Dada una v.a. discreta X : F — IN, su funcién de probabilidad f, se
define de modo que f(x;) es la probabilidad de que X tome ese valor:

f:IN — [0,1]
x; — f(z;) =PX =x;]=P[{e, t.q X(e) =z;}]

Si x; no es uno de los valores que puede tomar X, entonces f(z;) = 0. La
representaciéon grafica de la funcion de probabilidad se realiza mediante un
diagrama de barras analogo al de distribucién de frecuencias relativas para
variables discretas. Por ejemplo, si retomamos el caso del lanzamiento de
3 monedas de forma que cada una de ellas tenga probabilidad 1/2 de dar
como resultado cara o cruz, se tiene que (véase la figura 5.1):

f(3) = P[X = 3] = P[{ccc)] :%.7.%:é
f(2) = P[X = 2] = P[{RCC,CCR,CRCY = < + é . g

Otro concepto importante es el de funcién de distribucién de una
variable aleatoria discreta, F', que se define de modo que si x; € IR, F(z;)
es igual a la probabilidad de que X tome un valor inferior o igual a x;:

F:IN — [0,1]

x; — F(z;) =PX <ax;]=P[{e, t.q X(e) <uz;}]
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Figura 5.1: Equivalencia entre las probabilidades calculadas directamente
sobre el espacio muestral E de resultados del experimento aleatorio, y las
calculadas sobre el subconjunto {0,1,2,3} C IN C IR mediante la v.a. X.

Esta funcién se representa graficamente del mismo modo que la distribucién
de frecuencias relativas acumuladas (figura 5.2). Volviendo al ejemplo de
las tres monedas, se tiene que

F(0) =PIX < 0] =PIX =0] = f(0) = ¢
1 3 4
F(1) = PIX <1 = f(0)+ f(1) = 5 +5 = ¢
1 3 3 7
F@)=PX <2 = fO)+f()+ () = S+5+5 =<
1 3 3 1 8
F(3)=PIX 3= J(0)+ J()+ f(2) + f(8) = g + S+ 5+ 5 =2 =1
5.3. Variables aleatorias continuas
Si una variable discreta toma los valores x1, ..., xj, la probabilidad de que

al hacer un experimento, X tome uno de esos valores es 1, de modo que
cada posible valor x; contribuye con una cantidad f(z;) al total:
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Func. Probabilidad " Func. Distribucion
f 781 F —_—

48 | F—

3/8 |

18 L 18 | ——

Figura 5.2: Funcién de probabilidad a la izquierda, y funcién de distribucién
a la derecha de una v.a. discreta

k k

S flz) =) PX =z]=1

=1 =1

Aun cuando la variable tomase un numero infinito de valores, x1, o, ...,
no hay ningin problema en comprobar que cada x; contribuye con una
cantidad f(xz;) al total de modo que

S fa) =Y PIX = a1

=1 i=1

Cuando la variable es continua, no tiene sentido hacer una suma de las
probabilidades de cada uno de los términos en el sentido anterior, ya que el
conjunto de valores que puede tomar la variable es no numerable. En este
caso, lo que generaliza de modo natural el concepto de suma (>") es el de
integral (). Por otro lado, para variables continuas no tiene interés hablar
de la probabilidad de que X = x € IR, ya que esta debe de valer siempre 0,
para que la suma infinita no numerable de las probabilidades de todos los
valores de la variable no sea infinita.
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De este modo es necesario introducir un nuevo concepto que sustituya
en v.a. continuas, al de funcién de probabilidad de una v.a. discreta. Este
concepto es el de funcién de densidad de una v.a. continua, que se
define como una funcién f : IR — IR integrable, que verifica las dos
propiedades siguientes:

f(x)=0
/ f(z)de =1
y que ademas verifica que dado a < b, se tiene que
b
ngxgm:/f@mx (5.2)

P[a<X<b]

a b X

Figura 5.3: Funcién de densidad f. La probabilidad de un intervalo, es el
area que existe entre la funcién y el eje de abscisas.

La funcion de distribucién de la v.a. continua, F', se define de
modo que dado z € IR, F(x) es la probabilidad de que X sea menor o igual
que x, es decir

F:R — [0,1]

r o— ﬂ@zPWﬁd:/;ﬂﬂﬁ
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Area=F(x) —‘

Figura 5.4: Funcién de distribucién F', calculada a partir de la funcién de
densidad f.

5.4. Medidas de tendencia central y dispersion de
v.a.

De forma andloga a lo que se se hizo en el capitulo 2 sobre estadistica
descriptiva podemos definir para wvariables aleatorias medidas de centrali-
zacion, dispersion, simetria y forma. Por su interés nos vamos a centrar en
dos medidas sobre v.a. que son la esperanza matematica que desempena un
papel equivalente al de la media y el momento central de sequndo orden,
también denominado varianza.
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5.4.1. Valor esperado o esperanza matematica

La esperanza matematica o valor esperado de una variable aleatoria
es el concepto equivalente al de media aritmética.

Como las variables aleatorias se expresan de modo diferente en el caso
discreto que en el continuo, tratemos a cada una de llas por separado.

Sea X una v.a. discreta. Se denomina esperanza matematica de X
o valor esperado, y se denota bien E[X] o bien y, a la cantidad que se
expresa Ccomo:

E[X] = aif(x:) (5.4)

el

donde I es el conjunto numerable de indices de los valores que puede tomar
la variable (por ejemplo I = {1,2,...,k} para un nimero finito de valores
delav.a.obien I = IN para una cantidad infinita numerable de los mismos.

Si X es una v.a. continua, se define su esperanza a partir de la funcién
de densidad como sigue:

E[X] — / z- f(z)dz (5.5)

5.4.2. Varianza

La varianza la denotamos mediante Var [X] o bien o

> (i — EX))? f(2) si X disc.
iel

VaI‘[X]:E{(X_E[X])Q} _ .

/ (x —E[X])? f(z)dz si X cont.

—00



Capitulo 6

Principales leyes de
distribucion de variables
aleatorias

6.1. Introduccion

Como complemento al capitulo anterior en el que definimos todos los con-
ceptos relativos a variables aleatorias, describimos en éste las principales
leyes de probabilidad que encontramos en las aplicaciones del calculo de
probabilidades. Atendiendo a la clasificacién de las v.a. en discretas y con-
tinuas describiremos las principales leyes de probabilidad de cada una de
ellas, las cuales constituirdn el soporte subyacente de la inferencia estadisti-
ca y a las que sera necesario hacer referencia en el estudio de dicho bloque.
Iniciamos este capitulo con el estudio de las distribuciones para v.a. discre-
tas.

131
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6.2. Distribuciones discretas

6.2.1. Distribucién de Bernoulli

Consiste en realizar un experimento aleatorio una séla vez y observar si
cierto suceso ocurre o no, siendo p la probabilidad de que esto sea asi (ézito)
y ¢ = 1—p el que no lo sea (fracaso). En realidad no se trata mas que de una
variable dicotémica, es decir que inicamente puede tomar dos modalidades,
es por ello que el hecho de llamar éxito o fracaso a los posibles resultados de
las pruebas obedece mas una tradicién literaria o historica, en el estudio de
las v.a., que a la situacion real que pueda derivarse del resultado. Podriamos
por tanto definir este experimento mediante una v.a. discreta X que toma
los valores X = 0 si el suceso no ocurre, y X = 1 en caso contrario, y que
se denota X~~Ber (p)

0 — gq=1-p=P[X =0
X~Ber (p) <= X = (6.1)
1 — p=PX=1]

Un ejemplo tipico de este tipo de variables aleatorias consiste en lanzar una
moneda al aire y considerar la v.a.

X = numero de caras obtenidas =

Para una v.a. de Bernouilli, tenemos que su funcién de probabilidad es:
q siz=0
flz)=< p siz=1

0 en cualquier otro caso;

Los principales momentos de X son:
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E|
Var |

] = »p (6.2)

X
X] = p-q

6.2.2. Distribucién binomial

Se dice que una v.a. X sigue una ley binomial de parametros n y p,
X~B(n,p), si es la suma de n v.a. independientes de Bernouilli con el
mismo pardametro, p:

X~B(n,p) <= X =X+ -+ X,, donde X;~Ber (p),Vi=1,...,n

(6.4)
Esta definicidn puede interpretarse en el siguiente sentido: Supongamos que
realizamos n pruebas de Bernouilli, X;, donde en todas ellas, la probabili-
dad de éxito es la misma (p), y queremos calcular el nimero de éxitos, X,
obtenidos el el total de las n pruebas. Su ley de probabilidad es' En la Fi-
gura 6.1 se representa la funcién de probabilidad de una variable binomial.

f(k)—P[X—k]—(Z)pkq”k Vk=0,1,....n (6.5)

El valor esperado y la varianza de esta variable son:

E[X]=np

Var [X]| = npq

Ejemplo de uso de la distribucion binomial

Un médico aplica un test a 10 alumnos de un colegio para detectar
una enfermedad cuya incidencia sobre una poblacién de ninos es del 10 %.

'Los valores f (k) los podemos encontrar tabulados para ciertos valores pequenios de
n, y ciertos valores usuales de p en la tabla 1 (al final del libro).
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0.35

.
Bin(5:0,5) —

03 ~
0.25 A
02 ~

0.15 - b

0.05 Bl

0

-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 6.1: Funcién de probabilidad de una variable binomial cunado n es
pequeno.

La sensibilidad del test es del 80 % y la especificidad del 75 %. ;Cual es
la probabilidad de que exactamente a cuatro personas le de un resultado
positivo? Si en la muestra hay cuatro personas a las que el test le da positivo,
jcudl es la probabilidad de que entre estas, exactamente dos estén sanas?
Calcular la probabilidad de que el test suministre un resultado incorrecto
para dos personas. Calcular la probabilidad de que el resultado sea correcto
para mas de 7 personas.

Solucion:

Los datos de que disponemos son:

PE] = 0,1 prevalencia de la enfermedad en la poblacién

Probabilidad a priori de estar enfermo

PT*E = 0,8 sensibilidad (verdaderos positivos)

P[T™ g = 0,75  especificidad (verdaderos negativos) (6.6)
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0.18

0.16

0.14

0.1

0.08

0.06

0.04 -
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.
Bin(20;0,5) —

0

5

10

15

L
20

Figura 6.2: Funcién de probabilidad de una variable binomial cuando n es

grande.

donde E, T™, y T~ tienen el sentido que es obvio. Si queremos saber a
cuantas personas el test le dard un resultado positivo, tendremos que cal-
cular P[T"], para lo que podemos usar el teorema de la probabilidad total
(estar enfermo y no estarlo forman una coleccién exhaustiva y excluyente

de sucesos):

P[TT]

PIT* 5] - PE] + PIT" 5] - PIE]

——

———
1-P[T~ ] 1-PlE]

0,8 x0,14+0,25x%x0,9=0,305

Sea X; la v.a. que contabiliza el nimero de resultados positivos. Es claro
que llamando p; = P[Tt], se tiene que X sigue una distribucién binomial

k

X1~B (n; =10,p; =0,305) < P[X; =k| = ( m ) Pk



136 Bioestadistica: Métodos y Aplicaciones

Por ello la probabilidad de que a cuatro personas le de el resultado del test
positivo es:

PlX,=4] = ( 140 ) 0,305% - 0,695° = 0,2048

Si queremos calcular a cuantas personas les dara el test un resultado positi-

vo aunque en realidad estén sanas, hemos de calcular previamente P[F |T+],
o sea, el indice predictivo de falsos positivos:

I=PIT™ 5l 1-P[E]

——

PENTY]  PIT" 5l - PlE]
Pt PIT]

PlE/r+] = =0,7377

Es importante observar este resultado. Antes de hacer los célculos no era
previsible que si a una persona el test le da positivo, en realidad tiene una
probabilidad aproximadamente del 74 % de estar sana. Sea Xs la variable
aleatoria que contabiliza al niimero de personas al que el test le da positivo,
pero que estan sanas en realidad. Entonces

XooB (ng =4,py = 0,7377) < P[Xy =k] = ( T;j ) P> "

PlXy=2| = ( ;1 ) 0,7377%-0,2623% = 0, 22465

Por dltimo vamos a calcular la probabilidad ps de que el test de un
resultado erréneo, que es:

p3s = P(TTNE)U(T NE)]

incompatibles
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= PITTNE] + P[T NE]

= P[T‘F‘E} -P[E]+P[T™ ] - P[E]

= 0,25x0,94+0,2x0,1=0,245

La variable aleatoria que contabiliza el nimero de resultados erréneos del
test es

X3~B (ng = 10,p3 = 0,245) <= P[X3=k| = ( 7;{3 ) phgusF

Como la probabilidad de que el test sea correcto para mas de siete personas,
es la de que sea incorrecto para menos de 3, se tiene

P[Xg < 3] = P[Xg < 2]
——
Fx,(2)

2
= Z( ; )péq;?“

1=0

_ ( o ) 0,245° - 0,755 + ( Y ) 0,245' x 0,755° + ( Y ) 0,245% x 0, 755°

= 0,5407

6.2.3. Distribucién geométrica ( o de fracasos)

Consideramos una sucesion de v.a. independientes de Bernouilli,
X1, X0, X5, donde X;~Ber (p), i =1,2,...,00
Una v.a. X sigue posee una distribucién geométrica, X~»Geo (p), si

esta es la suma del numero de fracasos obtenidos hasta la aparicion del
primer éxito en la sucesién {X;};2,. Por ejemplo
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X: X2 X3 X4 Xs X
A !
1 0 0 1 1 — X=0 f0)=p
o1 0 1 1 — X=1 f()=qp
0 0 1 0 1 = X=2 f(2)=qp
0 0 0 1 1 = X =3 f(3)=aqqqp

De este modo tenemos que la ley de probabilidad de X es

f(k) =P[X = k] = pq", k=0,1,2,...,00 (6.7)

La media y varianza de esta variable aleatoria son:

E[X]:]%

q
Var [ X]| = =
[X] e

Ejemplo de uso de la distribucion geométrica

Un matrimonio quiere tener una hija, y por ello deciden tener hijos
hasta el nacimiento de una hija. Calcular el niimero esperado de hijos (entre
varones y hembras) que tendra el matrimonio. Calcular la probabilidad de
que la pareja acabe teniendo tres hijos o maés.

Solucién: Este es un ejemplo de variable geométrica. Vamos a suponer
que la probabilidad de tener un hijo varén es la misma que la de tener una
hija hembra. Sea X la v.a.

X = numero de hijos varones antes de nacer la nina

Es claro que
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1 1

X~Geo (p— 2) < P[X =k :qkfl.p: il

Sabemos que el nimero esperado de hijos varones es E[X] = = = 1, por
tanto el ntimero esperado en total entre hijos varones y la nina es 2.

La probabilidad de que la pareja acabe teniendo tres o mas hijos, es
la de que tenga 2 o mds hijos varones (la nina estd del tercer lugar en
adelante), es decir,

Xx discr.
———
PX>2 = 1-P[X <2
= 1-P[X <1]
1
= 1—73[X:0]—77[X:1]:1—p—qp:1

Hemos preferido calcular la probabilidad pedida mediante el suceso com-
plementario, ya que seria més complicado hacerlo mediante la suma infinita

PIX22]=3 d'p.
=2

6.2.4. Distribucién binomial negativa

Sobre una sucesién de v.a. de Bernouilli independientes,
X, Xo,..., X5, ... donde X;~Ber (p), i =1,2,...,00

se define la v.a. X como el numero de fracasos obtenidos hasta la aparicion
de r éxitos en la sucesién {X;};2,. En este caso se dice que X sigue una
ley de distribuciéon binomial negativa de parametros r y p y se denota
del modo: X~+Bn (r,p). Su ley de probabilidad es:
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k+r—1Y\ ,_ k+r—1Y) ,
f(k)ZP[XZk]=< ril )p Y- p :< ; )pq’“
~—

éxito final
k+r—1
primeros experimentos

(6.8)
E[X] = rq (6.9)

p
Var [ X] = % (6.10)

p

Ejemplo de variable binomial negativa

Para tratar a un paciente de una afecciéon de pulmén han de ser opera-
dos en operaciones independientes sus 5 l6bulos pulmonares. La técnica a
utilizar es tal que si todo va bien, lo que ocurre con probabilidad de 7/11,
el 16bulo queda definitivamente sano, pero si no es asi se deberd esperar el
tiempo suficiente para intentarlo posteriormente de nuevo. Se practicard la
cirugfa hasta que 4 de sus 5 16bulos funcionen correctamente. ;Cudl es el va-
lor esperado de intervenciones que se espera que deba padecer el paciente?
;,Cual es la probabilidad de que se necesiten 10 intervenciones?

Solucién: Este es un ejemplo claro de experimento aleatorio regido por
una ley binomial negativa, ya que se realizan intervenciones hasta que se
obtengan 4 lébulos sanos, y éste es el criterio que se utiliza para detener el
proceso. Identificando los parametros se tiene:

X = numero de operaciones hasta obtener r = 4 con resultado positivo

X«»Bn(r:él,p:l?l) — PIX =k|= ( k+;_1 )qkpr

Lo que nos interesa es medir el nimero de intervenciones, Y, méas que
el nimero de éxitos hasta el r—ésimo fracaso. La relacién entre ambas v.a.
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es muy simple:

Y=X+r
Luego
rp 4-7/11
EY| =E|X =E X = — = 4=11
Y] (X + 7] [(X]+7r . +r IViE] +

Luego el nimero esperado de intervenciones que deberd sufrir el paciente
es de 11. La probabilidad de que el niimero de intervenciones sea ¥ = 10,
es la de que X = 10 — 4 = 6. Por tanto:

_ 4 6 4
73[1/:10]:7)[)(:6]:(64“6l 1>q6p4:84-<11> (171) =0,03185

6.2.5. Distribucién hipergeométrica

Por claridad, consideremos el siguiente ejemplo: Tenemos una baraja de
cartas espanolas (N = 40 naipes), de las cuales nos vamos a interesar en el
palo de oros (D = 10 naipes de un mismo tipo). Supongamos que de esa
baraja extraemos n = 8 cartas de una vez (sin reemplazamiento) y se nos
plantea el problema de calcular la probabilidad de que hayan & = 2 oros
(exactamente) en esa extraccién. La respuesta a este problema es

casos favorables

Prop|2 oros en un grupo de 8 cartas] = -
casos posibles

2 naipes o 6 naipes
entre los oros de otros palos

8 naipes
cualesquiera

(2) (%) (2]

(¥)
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En lugar de usar como dato D es posible que tengamos la proporcion exis-
tente, p, entre el niimero total de oros y el niimero de cartas de la baraja

D_10_1_ D=N-p

p:—:—zf
N 40 4

N-D=N-q (¢=1-p)

() (22)

Este ejemplo sirve para representar el tipo de fenémenos que siguen una
ley de distribucién hipergeométrica. Diremos en general que una v.a. X
sigue una distribucién hipergeométrica de parametros, N, ny p, lo que
representamos del modo X~HGeo (N, n, p), si su funcién de probabilidad
es

de modo que podemos decir que

Propk oros en un grupo de n cartas] =

N-p N-q
k n—k
PX =kl = si méx{0,n — Nq} <k <min{n, NP}

(6.11)

Cuando el tamano de la poblacién (V) es muy grande, la ley hiper-
geométrica tiende a aproximarse a la binomial:

HGeo (N,n,p) =3° B (n,p)

El valor esperado de la hipergeométrica es el mismo que el de la bino-
mial,

E[X]=np



6.2. DISTRIBUCIONES DISCRETAS 143

sin embargo su varianza

N —n
N -1

Var [X] = npgq -

no es exactamente la de la binomial, pues esta corregida por un factor,
%:’f, que tiende a 1 cuando N — oo. A este factor se le denomina factor
de correccion para poblacion finita.

6.2.6. Distribucién de Poisson o de los sucesos raros

Una v.a. X posee una ley de distribucién de probabilidades del tipo
Poisson cuando

e~ \k
f)=PIX =k = k=012... (6.12)

Este tipo de leyes se aplican a sucesos con probabilidad muy baja de ocurrir,
obteniéndose como la distribucién limite de una sucesién de variable bino-
miales, B (n,p), donde n-p =\, y n — oo (por tanto p — 07).

En general utilizaremos la distribucién de Poisson como aproximacion
de experimentos binomiales donde el niimero de pruebas es muy alto, pero
la probabilidad de éxito muy baja. A veces se suele utilizar como criterio
de aproximacién:

n>30,p<0,1 = B(n,p) =Poi(n-p)

Su valor esperado y varianza coinciden:

|E[X] = Var [X] = )| (6.13)

Ejemplo de distribucion de Poisson

Cierta enfermedad tiene una probabilidad muy baja de ocurrir, p =
1/100,000. Calcular la probabilidad de que en una ciudad con 500,000 ha-
bitantes haya mas de 3 personas con dicha enfermedad. Calcular el niimero
esperado de habitantes que la padecen.
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Solucién: Siconsideramos la v.a. X que contabiliza el niimero de personas
que padecen la enfermedad, es claro que sigue un modelo binomial, pero
que puede ser muy bien aproximado por un modelo de Poisson, de modo
que

X~B (n = 500,000, p = ) — XS Poi(\=5)

1
100,000

Asi el nimero esperado de personas que padecen la enfermedad es E [X] =
5. Como Var [X] = 5, existe una gran dispersion, y no seria extrano encon-
trar que en realidad hay muchas més personas o menos que estan enfermas.
La probabilidad de que haya mas de tres personas enfermas es:

PX >3 = 1-P[X <3

= 1-PX=0-PX=1]-P[X =2] - P[X =3
e—50 =51 =52 =53

R R TR TR

- 0,735

6.3. Distribuciones continuas

En esta seccién estudiaremos las distribuciones mas importantes de v.a.
continuas unidimensionales. El soporte de una v.a. continua se define como
aquella regién de IR donde su densidad es no nula, f(z) # 0. Para las
distribuciones que enunciaremos, podra ser bien todo IR, IRT = (0, +00) o
bien un segmento de la forma [a,b] C IR.

6.3.1. Distribucién uniforme o rectangular

Se dice que una v.a. X posee una distribuciéon uniforme en el intervalo
[a, b],

X~U (a,b)
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si su funcién de densidad es la siguiente:

b—a

sia<z<b

145

(6.14)

Con esta ley de probabilidad, la probabilidad de que al hacer un ex-
perimento aleatorio, el valor de X este comprendido en cierto subintervalo
de [a,b] depende tnicamente de la longitud del mismo, no de su posicién.
Cometiendo un pequeinio abuso en el lenguaje, podemos decir que en una
distribucion uniforme la probabilidad de todos los puntos del soporte es la

misma 2.

1.0

0.8

0.6

04

0.2

0.0

Figura 6.3: Funcién de densidad y de distribucién de U (a, b)
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E[X] =

Var [X] =

b+a
2

(b—a)?

12

?Hay que observar que en principio esa afirmacién es cierta para cualquier v.a. conti-
nua, ya que para ellas la probabilidad de cualquier punto es nula. Serfa més preciso decir
que la densidad de todos los puntos es constante en [a, b].
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6.3.2. Distribucién exponencial

La distribucién exponencial es el equivalente continuo de la distribucién
geométrica discreta. Esta ley de distribucién describe procesos en los que:

= Nos interesa saber el tiempo hasta que ocurre determinado evento,
sabiendo que,

s el tiempo que pueda ocurrir desde cualquier instante dado t, hasta
que ello ocurra en un instante ¢ ¢, no depende del tiempo transcurrido
anteriormente en el que no ha pasado nada.

Ejemplos de este tipo de distribuciones son:

= El tiempo que tarda una particula radiactiva en desintegrarse. El
conocimiento de la ley que sigue este evento se utiliza en Ciencia
para, por ejemplo, la datacion de fésiles o cualquier materia orgdnica
mediante la técnica del carbono 14, C'4;

s Kl tiempo que puede transcurrir en un servicio de urgencias, para la
llegada de un paciente;

= En un proceso de Poisson donde se repite sucesivamente un experi-
mento a intervalos de tiempo iguales, el tiempo que transcurre entre la
ocurrencia de dos sucesos consecutivos sigue un modelo probabilistico
exponencial. Por ejemplo, el tiempo que transcurre entre que sufrimos
dos veces una herida importante.

Concretando, si una v.a. continua X distribuida a lo largo de IRT, es
tal que su funcién de densidad es

f(x) =X s 0 <z (6.15)

se dice que sigue una distribucién exponencial de pardmetro A, X~~Exp ().

Un célculo inmediato nos dice que si z > 0,

z x
/ Ae Mdt = —e M| =1
0 0
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1.0

f(x)=e™ parar=1

0.8

0.6

0.2

0.0

Figura 6.4: Funcién de densidad, f, de una Exp ().

luego la funcién de distribucién es:

1l—e™ si0<uzx

F(x) =
0 en otro caso.
1
EX]|=—-
X =5
1

Ejemplo de variable exponencial

En un experimento de laboratorio se utilizan 10 gramos de 2}°Po. Sa-
biendo que la duracién media de un dtomo de esta materia es de 140 dias,
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1.0

0.6
|

0.4
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0.0

Figura 6.5: Funcién de distribucién, F', de Exp (), calculada como el drea
que deja por debajo de si la funciéon de densidad.

jcuantos idas transcurrirdan hasta que haya desaparecido el 90 % de este
material?

Solucién: El tiempo T de desintegraciéon de un dtomo de 2;°Po es una

v.a. de distribucién exponencial:

T~Exp <)\ = yio) = ft)=XeMsi V>0

— F(t)=1—e
Como el niimero de d4tomos de 2}°Po existentes en una muestra de 10
gramos es enorme, el histograma de frecuencias relativas formado por los
tiempos de desintegracién de cada uno de estos atomos debe ser extremada-
mente aproximado a la curva de densidad, f. Del mismo modo, el poligono

de frecuencias relativas acumuladas debe ser muy aproximado a la curva
de su funcién de distribuciéon F'. Entonces el tiempo que transcurre hasta
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que el 90 % del material radiactivo se desintegra es el percentil 90, tgg, de
la distribucién exponencial, es decir

1
F(tgy) =0,9 & e Mo=1-09 & tgoz—xln0,1%322 dias

Otro ejemplo de variable exponencial

Se ha comprobado que el tiempo de vida de cierto tipo de marcapa-
sos sigue una distribucién exponencial con media de 16 anos. ;Cual es la
probabilidad de que a una persona a la que se le ha implantado este marca-
pasos se le deba reimplantar otro antes de 20 anos? Si el marcapasos lleva
funcionando correctamente 5 afos en un paciente, jcual es la probabilidad
de que haya que cambiarlo antes de 25 % anos?

Solucién: Sea T la variable aleatoria que mide la duraciéon de un marca-
pasos en una persona. Tenemos que

1
T~Exp <)\ = 16) — ft)=XeMsi VE>0

— Ft)=1—e
Entonces
20 20
P[T < 20] = / f(t)dt = F(20) =1—e"16 =0,7135
0

En segundo lugar

PE<T <25 0,522
< — _
P[T < 2575 PS5 07316 0,7135
(6.16)
25 5
PE<T <25 = / f)dt =F(25)— F(5) =Y —e 16 — \ + e 16 = 0,522
5



150 Bioestadistica: Métodos y Aplicaciones

Luego como era de esperar, por ser propio a un mecanismo exponencial,

o sea, en la duracién que se espera que tenga el objeto, no influye en nada
el tiempo que en la actualidad lleva funcionando. Es por ello que se dice
que “la distribucién exponencial no tiene memoria”.

6.3.3. Distribucién normal o gaussiana

La distribucion gaussiana, recibe también el nombre de distribucion normal,
ya que una gran mayorfa de las v.a continuas® de la naturaleza siguen esta
distribucion. Se dice que una v.a. X sigue una distribucién normal de
pardmetros 4 y o2, lo que representamos del modo X~+N (1, 02) si su
funcién de densidad es:

fa) = e 332 vieR (6.17)

Observacion

Estos dos parametros y y o2 coinciden ademés con la media (esperanza)
y la varianza respectivamente de la distribucién como se demostrard mas
adelante*:

E|
Var |

X] = p (6.18)
X] = o? (6.19)
La forma de la funcién de densidad es la llamada campana de Gauss.

Para el lector es un ejercicio interesante comprobar que ésta alcanza un
unico maximo (moda) en u, que es simétrica con respecto al mismo, y por

3Incluso v.a discretas pueden ser aproximadas por la ley gaussiana.
4Hemos adelantado al lector el significado de p y o pues esta es una distribucién que
queda definida en primera instancia por su media y varianza.
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Figura 6.6: Campana de Gauss o funcién de densidad de una v.a. de dis-
tribucién normal. EL pardmetro p indica el centro y o la dispersion. La
distancia del centro a los puntos de inflexién es precisamente o.

tanto P[X < u| = P[X > p] = 1/2, con lo cual en u coinciden la media, la
mediana y la moda, y por iltimo,calcular sus puntos de inflexion.

El soporte de la distribucién es todo IR, de modo que la mayor parte
de la masa de probabilidad (drea comprendida entre la curva y el eje de
abcisas) se encuentra concentrado alrededor de la media, y las ramas de la
curva se extienden asintéticamente a los ejes, de modo que cualquier valor
“muy alejado”de la media es posible (aunque poco probable).

La forma de la campana de Gauss depende de los pardmetros u y o:

» 4 indica la posicién de la campana (pardmetro de centralizacion),

» 02 (0 equivalentemente, o) serd el pardmetro de dispersién. Cuanto
menor sea, mayor cantidad de masa de probabilidad habra concen-
trada alrededor de la media (grafo de f muy apuntado cerca de p) y
cuanto mayor sea “maés aplastado”sera.
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N(u=0,0=1)

Figura 6.7: A una distancia que no supera en una desviacién de la media
tenemos una probabilidad del 68 %. A dos desviaciones tenemos el 95 %.

Aproximacion a la normal de la ley binomial

Se demuestra que una v.a. discreta con distribucién binomial, X~B (n, p)
se puede aproximar mediante una distribuciéon normal si n es suficientemen-
te grande y p no estd ni muy préximo a 0 ni a 1. Como el valor esperado y
la varianza de X son respectivamente np y npgq, la aproximacion consiste
en decir que X S N (np,npq). El convenio que se suele utilizar para poder
realizar esta aproximacion es:

n > 30
X~B(n,p) donde np>4 = XS N(np,npq)
ng>4
aunque en realidad esta no da resultados muy precisos a menos que realmen-

te n sea un valor muy grande o p ~ ¢ &~ 1/2. Como ilustracién obsérvense
las figuras 6.10 y 6.11.
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Figura 6.8: Distribuciones gaussianas con diferentes medias e igual disper-
sion.

6.3.4. Distribucién y?
Si consideramos una v.a. Z~N (0,1), la v.a. X = Z?2 se distribuye segtin

una ley de probabilidad distribucién x? con un grado de libertad, lo
que se representa como

Xroxi

Si tenemos n v.a. independientes Z;~N (0, 1), la suma de sus cuadrados
respectivos es una distribuciéon que denominaremos ley de distribucién
x? con n grados de libertad, x2.

n
{Z}~N(0,1) = Y Zi~x;, (6.20)
=1
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T T T T T T
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Figura 6.9: Distribuciones gaussianas con igual media pero varianza dife-
rente.

La media y varianza de esta variable son respectivamente:

E[X] = n (6.21)
Var [X] = 2n (6.22)
En consecuencia, si tenemos X1, ..., X,, v.a. independientes, donde ca-

da X;~N (u;,02), se tiene
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016 - Bin(100;0,15) — |
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014 | 1
012 F J
01 F 1 [: g
0.08 | i 1
0.06 | ‘ ; E
0.04 | | : J
0.02 ‘ i 1
0 ,//\/“ h\h L L L
0 20 40 60 80 100

Figura 6.10: Comparacién entre la funcién de densidad de una v.a. continua
con distribucién N (np,npq) y el diagrama de barras de una v.a. discreta
de distribucién B (n,p) para casos en que la aproximacién normal de la
binomial es valida. Es peor esta aproximacion cuando p estd proximo a los
bordes del intervalo [0, 1].

6.3.5. Distribucion t de Student

La distribucién t—Student se construye como un cociente entre una normal y
la raiz de una x? independientes. De modo preciso, llamamos distribucién
t—Student con n grados de libertad, t,, a la de una v.a. T,

Z
T=—2"—st, (6.23)

donde Z~N (0, 1), X%MX%- Este tipo de distribuciones aparece cuando
tenemos n + 1 v.a. independientes

XN (p,0?)
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T T T T T
Bin(100;0,5) —
N(np.npq) ——-
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Figura 6.11: La misma comparacién que en la figura anterior, pero realizada
con parametros con los que damos la aproximacién normal de la binomial
es mejor.

Xi~N (ui,ag) i=1,...,n
y nos interesa la distribucién de
X —p

Ly <H>2

n
i=1 i

La distribucién t de Student tiene propiedades parecidas a IN (0, 1):

= Es de media cero, y simétrica con respecto a la misma;

= Es algo mas dispersa que la normal, pero la varianza decrece hasta 1
cuando el nimero de grados de libertad aumenta;
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Figura 6.12: Funcién de densidad de x2 para valores pequefios de n.

= Para un nimero alto de grados de libertad se puede aproximar la
distribucién de Student por la normal, es decir,

t, —> N(0,1)

6.3.6. La distribucién F de Snedecor

Otra de la distribuciones importantes asociadas a la normal es la que se
define como cociente de distribuciones x? independientes. Sean X~+x?2 e
Y~sx2, v.a. independientes. Decimos entonces que la variable

X
F:f:

3=

)

m X

3

sigue una distribucién de probabilidad de Snedecor, con (n,m) gra-
dos de libertad. Obsérvese que F,, ,,, # Fpp 0.
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Figura 6.13: Cuando aumentan los grados de libertad, la distribucién de
Student se aproxima a la distribucién normal tipificada.

La forma maéas habitual en que nos encontraremos esta distribucién
serd en el caso en que tengamos n + m v.a. independientes

Xi~N (ui,aiz) i=1,....n

YjMN(mj,s?) i=1,...,m
y asi
5S (Xi - ui)Q
i i
F_

- 2
m =1 Sj

Es claro que la distribucién de Snedecor no es simétrica, pues sélo tienen
densidad de probabilidad distinta de cero, los punto de IRT. Otra propiedad
interesante de la distribucién de Snedecor es:

> n,m
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Figura 6.14: Funciénes de densidad para la distribucién F' de Snedecor.

1
F~F, <— F«»men

)

6.4. Problemas

Ejercicio 6.1. Para estudiar la regulacién hormonal de una linea metabdli-
ca se inyectan ratas albinas con un farmaco que inhibe la sintesis de pro-
teinas del organismo. En general, 4 de cada 20 ratas mueren a causa del
farmaco antes de que el experimento haya concluido. Si se trata a 10 ani-
males con el farmaco, ;cudl es la probabilidad de que al menos 8 lleguen
vivas al final del experimento?

Ejercicio 6.2. En una cierta poblacion se ha observado un ntimero medio
anual de muertes por cancer de pulmén de 12. Si el nimero de muertes
causadas por la enfermedad sigue una distribucion de Poisson, ;cudl es la
probabilidad de que durante el ano en curso:
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1. Haya exactamente 10 muertes por cancer de pulmén?
2. 15 o mas personas mueran a causa de la enfermedad?

3. 10 o menos personas mueran a causa de la enfermedad?

Ejercicio 6.3. Danando los cromosomas del 6vulo o del espermatozoide,
pueden causarse mutaciones que conducen a abortos, defectos de nacimien-
to, u otras deficiencias genéticas. La probabilidad de que tal mutacién se
produzca por radiacién es del 10 %. De las siguientes 150 mutaciones cau-
sadas por cromosomas danados, ;cuantas se esperaria que se debiesen a
radiaciones? ;Cudl es la probabilidad de que solamente 10 se debiesen a
radiaciones?

Ejercicio 6.4. Entre los diabéticos, el nivel de glucosa en sangre X,
en ayunas, puede suponerse de distribucién aproximadamente normal, con
media 106 mg/100 ml y desviacién tipica 8 mg/100 ml, es decir

XN (11 =106,0% = 64)

1. Hallar P[X < 120]

2. (Qué porcentaje de diabéticos tienen niveles comprendidos entre 90
y 1207

3. Hallar P[106 < X < 110].
4. Hallar P[X < 121].

5. Hallar el punto z caracterizado por la propiedad de que el 25 % de
todos los diabéticos tiene un nivel de glucosa en ayunas inferior o
igual a x.

Ejercicio 6.5. Una prueba de laboratorio para detectar heroina en sangre
tiene un 92 % de precisién. Si se analizan 72 muestras en un mes, jcudl es
la probabilidad de que:



6.4. PROBLEMAS 161

1. 60 o menos estén correctamente evaluadas?
2. menos de 60 estén correctamente evaluadas?

3. exactamente 60 estén correctamente evaluadas?

Ejercicio 6.6. El 10% de las personas tiene algtin tipo de alergia. Se
seleccionan aleatoriamente 100 individuos y se les entrevista. Hallar la pro-
babilidad de que, al menos, 12 tengan algun tipo de alergia. Hallar la pro-
babilidad de que, como maximo, 8 sean alérgicos a algo.

Ejercicio 6.7. La probabilidad de muerte resultante del uso de pildoras
anticonceptivas es de 3/100,000. De 1,000,000 de mujeres que utilizan este
medio de control de natalidad:

1. ;Cuantas muertes debidas a esta causa se esperan?

2. {Cual es la probabilidad de que haya, como méaximo, 25 de estas
muertes?

3. (Cual es la probabilidad de que el nimero de muertes debidas a esta
causa esté entre 25 y 35, inclusive?

Ejercicio 6.8. La probabilidad de presentar una caracteristica genética
es de 1/20.

1. Tomando una muestra de 8 individuos, calcular la probabilidad de
que 3 individuos presenten la caracteristica.

2. Tomando una muestra de 80 personas, jcudl serd la probabilidad de
que aparezcan mas de 5 individuos con la caracteristica?

Ejercicio 6.9. Se supone que en una cierta poblacién humana el indice
cefdlico i, (cociente entre el didmetro transversal y el longitudinal expre-
sado en tanto por ciento), se distribuye segiin una Normal. El 58 % de los
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habitantes son dolicocéfalos (i < 75), el 38 % son mesocéfalos (75 < i < 80)
y el 4% son braquicéfalos (i > 80). Héllese la media y la desviacién tipica
del indice cefélico en esa poblacién.

Ejercicio 6.10. Se supone que la glucemia basal en individuos sanos, X
sigue una distribucién

Xs~N (u = 80,0 = 10),
mientras que en los diabéticos X, sigue una distribucion
Xg~N (= 160,0 = 31,4).
Si se conviene en clasificar como sanos al 2% de los diabéticos:

1. ;Por debajo de qué valor se considera sano a un individuo? ; Cuantos
sanos seran clasificados como diabéticos?

2. Se sabe que en la poblacién en general el 10% de los individuos son
diabéticos ;jcudl es la probabilidad de que un individuo elegido al azar
y diagnosticado como diabético, realmente lo sea?

Ejercicio 6.11. Supdngase que se van a utilizar 20 ratas en un estudio
de agentes coagulantes de la sangre. Como primera experiencia, se dio un
anticoagulante a 10 de ellos, pero por inadvertencia se pusieron todas sin
marcas en el mismo recinto. Se necesitaron 12 ratas para la segunda fase del
estudio y se les tomé al azar sin reemplazamiento. ;Cudl es la probabilidad
de que de las 12 elegidas 6 tengan la droga y 6 no la tengan?



Capitulo 7

Introduccion a la inferencia

7.1. Introduccion

El propésito de un estudio estadistico suele ser, como hemos venido citan-
do, extraer conclusiones acerca de la naturaleza de una poblacién. Al ser la
poblacién grande y no poder ser estudiada en su integridad en la mayoria
de los casos, las conclusiones obtenidas deben basarse en el examen de sola-
mente una parte de ésta, lo que nos lleva, en primer lugar a la justificacion,
necesidad y definicién de las diferentes técnicas de muestreo.

Los primeros términos obligados a los que debemos hacer referencia,
definidos en el primer capitulo, serdan los de estadistico y estimador.

Dentro de este contexto, serda necesario asumir un estadistico o estima-
dor como una variable aleatoria con una determinada distribucién, y que
serd la pieza clave en las dos amplias categorias de la inferencia estadistica:
la estimacion y el contraste de hipdtesis.

El concepto de estimador, como herramienta fundamental, lo caracte-
rizamos mediante una serie de propiedades que nos servirdn para elegir el
“mejor” para un determinado parametro de una poblacién, asi como algunos
métodos para la obtencion de ellos, tanto en la estimacion puntual como
por intervalos.

En el capitulo anterior dedujimos ciertas leyes de probabilidad mediante
un método deductivo a partir del conocimiento del mecanismo generador
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de los sucesos aleatorios. De este modo pudimos deducir las leyes de proba-
bilidad binomial o hipergeométrica por ejemplo. Asi una vez precisamente
determinada la ley probabilistica que subyace en el experimento aleatorio,
podemos obtener muestras de la v.a. siguiendo esa ley de probabilidad. En
este momento nos interesamos por el proceso contrario, es decir:

i, Cémo deducir la ley de probabilidad sobre determinado caricter de
una poblacién cuando sélo conocemos una muestra?

Este es un problema al que nos enfrentamos cuando por ejemplo trata-
mos de estudiar la relacién entre el fumary el cdncer de pulmdn e inten-
tamos extender las conclusiones obtenidas sobre una muestra al resto de
individuos de la poblacién.

La tarea fundamental de la estadistica inferencial, es hacer inferencias
acerca de la poblacién a partir de una muestra extraida de la misma.

7.2. Técnicas de muestreo sobre una poblacion

La teoria del muestreo tiene por objetivo, el estudio de las relaciones exis-
tentes entre la distribucién de un caracter en dicha poblacion y las distri-
buciones de dicho caracter en todas sus muestras.

Las ventajas de estudiar una poblacién a partir de sus muestras son
principalmente:

Coste reducido: Si los datos que buscamos los podemos obtener a partir
de una pequena parte del total de la poblacién, los gastos de recogida
y tratamiento de los datos serdn menores. Por ejemplo, cuando se
realizan encuestas previas a un referéndum, es més barato preguntar
a 4,000 personas su intencién de voto, que a 30,000,000;

Mayor rapidez: Estamos acostumbrados a ver como con los resultados
del escrutinio de las primeras mesas electorales, se obtiene una aproxi-
macién bastante buena del resultado final de unas elecciones, muchas
horas antes de que el recuento final de votos haya finalizado;

Mas posibilidades: Para hacer cierto tipo de estudios, por ejemplo el
de duracién de cierto tipo de bombillas, no es posible en la practica
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destruirlas todas para conocer su vida media, ya que no quedaria nada
que vender. Es mejor destruir sélo una pequenia parte de ellas y sacar
conclusiones sobre las demas.

De este modo se ve que al hacer estadistica inferencial debemos enfren-
tarnos con dos problemas:

» Eleccién de la muestra (muestreo), que es a lo que nos dedicaremos
en este capitulo.

= Extrapolacién de las conclusiones obtenidas sobre la muestra, al resto
de la poblacién (inferencia).

El tipo de muestreo méas importante es el muestreo aleatorio, en el que
todos los elementos de la poblacién tienen la misma probabilidad de ser
extraidos; Aunque dependiendo del problema y con el objetivo de reducir
los costes o aumentar la precisién, otros tipos de muestreo pueden ser con-
siderados como veremos més adelante: muestreo sistemdtico, estratificado
y por conglomerados.

7.2.1. Muestreo aleatorio

Consideremos una poblacién finita, de la que deseamos extraer una
muestra. Cuando el proceso de extraccién es tal que garantiza a cada uno
de los elementos de la poblacion la misma oportunidad de ser incluidos en
dicha muestra, denominamos al proceso de seleccién muestreo aleatorio.

El muestreo aleatorio se puede plantear bajo dos puntos de vista:

= Sin reposicion de los elementos;

= Con reposicion.

Muestreo aleatorio sin reposicion

Consideremos una poblacién E formada por N elementos. Si observamos
un elemento particular, e € E, en un muestreo aleatorio sin reposicién se
da la siguiente circunstancia:
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= La probabilidad de que e sea elegido en primer lugar es %;

» Sino ha sido elegido en primer lugar (lo que ocurre con una probabili-
dad de %), la probabilidad de que sea elegido en el segundo intento

1
es de N_1°

» en el (i + 1)-ésimo intento, la poblacién consta de N — i elementos,

con lo cual si e no ha sido seleccionado previamente, la probabilidad

de que lo sea en este momento es de Nlﬂ..

Muestreo aleatorio con reposicion

Sobre una poblacién E de tamano N podemos realizar extracciones de n
elementos, pero de modo que cada vez el elemento extraido es repuesto al
total de la poblacién. De esta forma un elemento puede ser extraido varias
veces.

El muestreo aleatorio con reposicién es también denominado muestreo
aleatorio simple, y se caracteriza porque cada elemento de la poblacién
tiene la misma probabilidad de ser elegido, y las observaciones se realizan
con reemplazamiento. De este modo, cada observacion es realizada sobre la
misma poblacién (que no disminuye con las extracciones sucesivas).

7.2.2. Muestreo aleatorio estratificado

Un muestreo aleatorio estratificado es aquel en el que se divide la
poblacion de N individuos, en k subpoblaciones o estratos, atendiendo a
criterios que puedan ser importantes en el estudio, de tamanos respectivos
Ny, ..., Ng,

N:Nl—{—NQ—{——FNk

y realizando en cada una de estas subpoblaciones muestreos aleatorios sim-
ples de tamano n; i = 1,...,k.

A continuacién nos planteamos el problema de cuantos elementos de
muestra se han de elegir de cada uno de los estratos. Para ello tenemos
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fundamentalmente dos técnicas: la asignacion proporcional y la asignacién
optima.

Asignacién proporcional

Sea n el nimero de individuos de la poblacién total que forman parte
de alguna muestra:

n=mni+ng+- - +ng

Cuando la asignacién es proporcional el tamaiio de la muestra de cada
estrato es proporcional al tamano del estrato correspondiente con respecto
a la poblacién total:

1

I
3
z| =

Asignacién éptima

Cuando se realiza un muestreo estratificado, los tamanos muestrales en
cada uno de los estratos, n;, los elige quien hace el muestreo, y para ello
puede basarse en alguno de los siguientes criterios:

s Elegir los n; de tal modo que se minimice la varianza del estimador,
para un coste especificado, o bien,

= habiendo fijado la varianza que podemos admitir para el estimador,
minimizar el coste en la obtencién de las muestras.

Asi en un estrato dado, se tiende a tomar una muestra mas grande
cuando:

= El estrato es mds grande;
» El estrato posee mayor variabilidad interna (varianza);

= El muestreo es mas barato en ese estrato.
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7.2.3. Muestreo sistematico

Cuando los elementos de la poblacién estdn ordenados en fichas o en
una lista, una manera de muestrear consiste en

m Sea k = {%},
s Elegir aleatoriamente un ntimero m, entre 1 y k;

s Tomar como muestra los elementos de la lista:

{ema Cm+ks Cm+2ks -+ - 6m+(n—1)k‘}

Esto es lo que se denomina muestreo sistematico. Cuando el criterio
de ordenacién de los elementos en la lista es tal que los elementos més
parecidos tienden a estar mas cercanos, el muestreo sistematico suele ser
mas preciso que el aleatorio simple, ya que recorre la poblacién de un modo
mas uniforme. Por otro lado, es a menudo mas facil no cometer errores con
un muestreo sistemético que con este tltimo.

El método tal como se ha definido anteriormente es sesgado si % no es
entero, ya que los tltimos elementos de la lista nunca pueden ser escogidos.
Un modo de evitar este problema consiste en considerar la lista como si

fuese circular (el elemento N + 1 coincide con el primero) y:

= Sea k el entero mas cercano a %;

= Se selecciona un nimero al azar m, entre 1 y IV;
= Se toma como muestra los elementos de la lista que consisten en ir

saltando de k elementos en k, a partir de m, teniendo en cuenta que
la lista es circular.

Se puede comprobar que con este método todos los elementos de la lista
tienen la misma probabilidad de seleccién.
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7.2.4. Muestreo por conglomerados

Si intentamos hacer un estudio sobre los habitantes de una ciudad, el
muestreo aleatorio simple puede resultar muy costoso, ya que estudiar una
muestra de tamano n implica enviar a los encuestadores a n puntos distintos
de la misma, de modo que en cada uno de ellos sélo se realiza una entrevis-
ta. En esta situacién es més econémico realizar el denominado muestreo
por conglomerados, que consiste en elegir aleatoriamente ciertos barrios
dentro de la ciudad, para después elegir calles y edificios. Una vez elegido
el edificio, se entrevista a todos los vecinos.

7.3. Propiedades deseables de un estimador

Sea X una v.a. cuya funcién de probabilidad (o densidad de probabili-
dad si es continua) depende de unos parametros 6, ..., 6y desconocidos.

f(xa 917027' 79’6)

Representamos mediante X7i,..., X, una muestra aleatoria simple de
la variable. Denotamos mediante f. a la funcién de densidad conjunta de
la muestra, que por estar formada por observaciones independientes, puede
factorizarse del siguiente modo:

fc($17332’-'-7$n§ 917"‘79k) :f('rla Hlaaek)f(a:?a el)aek)f(xna 917-'-3916)

Se denomina estimador de un parametro 6;, a cualquier v.a. 6; que
se exprese en funcion de la muestra aleatoria y que tenga por objetivo
aproximar el valor de 6;,

0;(X1,...,Xn) — estimador de 6;. (7.1)

Obsérvese que el estimador no es un wvalor concreto sino una variable
aleatoria, ya que aunque depende univocamente de los valores de la muestra
observados (X; = x;), la eleccién de la muestra es un proceso aleatorio.
Una vez que la muestra ha sido elegida, se denomina estimacién el valor
numérico que toma el estimador sobre esa muestra.
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Intuitivamente, las caracteristicas que serian deseables para esta nueva
variable aleatoria (que usaremos para estimar el pardmetro desconocido)
deben ser:

Consistencia: Cuando el tamano de la muestra crece arbitrariamente, el valor esti-
mado se aproxima al parametro desconocido.

Carencia de sesgo: El valor medio que se obtiene de la estimacién para diferentes mues-
tras debe ser el valor del parametro.

Eficiencia: Al estimador, al ser v.a., no puede exigirsele que para una muestra
cualquiera se obtenga como estimacién el valor exacto del pardmetro.
Sin embargo podemos pedirle que su dispersion con respecto al valor
central (varianza) sea tan pequena como sea posible.

Suficiencia: El estimador deberia aprovechar toda la informacion existente en la
muestra.

7.3.1. Estimadores de maxima verosimilitud

Sea X una v.a. con funcién de probabilidad

f(z; 0)

Las muestras aleatorias simples de tamano n, Xi, Xo,...,X,, tienen por
distribucién de probabilidad conjunta

fc(.%'l,.%'g,... » Lnj 9) = f($1,$2,...,l’n; Q)f(.’ﬂl, 9) ' f(.%'g, 9) o f(xna 9)

Esta funcién que depende de n + 1 cantidades podemos considerarla de dos
maneras:

= Fijando 6, es una funcién de las n cantidades z;. Esto es la funcién
de probabilidad o densidad.

= Fijados los x; como consecuencia de los resultados de elegir una mues-
tra mediante un experimento aleatorio, es tinicamente funcion de 6.
A esta funcién de 6 la denominamos funciéon de verosimilitud.
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En este punto podemos plantearnos el que dado una muestra sobre la
que se ha observado los valores x;, una posible estimacion del pardametro es
aquella que maximiza la funcién de verosimilitud. (cf. figura 7.1)

Z1,...,2y fijados = Verosimilitud = V(0) = f(x1,z2,...,2,; 0)

V(8) =Bz 5y 6)

- g

Figura 7.1: La funcién de verosimilitud se obtiene a partir de la funcién
de densidad, intercambiando los papeles entre pardmetro y estimador. En
una funcién de verosimilitud consideramos que las observaciones 1, ...,
Tn,estan fijadas, y se representa la grafica con el valor de los valores que
tomaria la funcién de densidad para todos los posibles valores del pardmetro
0. El estimador médximo verosimil del parametro buscado, 6 My, es aquel
que maximiza su funcién de verosimilitud, V().

Como es lo mismo maximizar una funcién que su logaritmo (al ser
este una funcién estrictamente creciente), este maximo puede calcularse
derivando con respecto a 6 la funcién de verosimilitud ( bien su logaritmo)
y tomando como estimador méaximo verosimil al que haga la derivada nula:

De modo mas preciso, se define el estimador maximo verosimil como
la v.a.

éMV = méxf(leX% v 7Xn7 é)
0eR
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Los estimadores de maxima verosimilitud tienen ciertas propiedades en
general que a continuacién enunciamos:

1. Son consistentes;

2. Son invariantes frente a transformaciones biunivocas, es decir, si G4y

es el estimador maximo verosimil de 6 y g(€) es una funcién biunivoca
de 6, entonces g(Or1y) es el estimador maximo verosimil de g(6).

3. Si 6 es un estimador suficiente de 6, su estimador maximo verosimil,
O rqy es funcién de la muestra a través de 9;

4. Son asintéticamente normales;

5. Son asintéticamente eficientes, es decir, entre todos los estimadores
consistentes de un pardmetro 6, los de maxima verosimilitud son los
de varianza minima.

6. No siempre son insesgados.

7.3.2. Algunos estimadores fundamentales

Vamos a estudiar las propiedades de ciertos estimadores que por su
importancia en las aplicaciones resultan fundamentales: estimadores de la
esperanza matematica y varianza de una distribucién de probabilidad.

Estimador de la esperanza matematica

Consideremos las muestras de tamano n, X1, Xs, ..., X,, de un caracter
sobre una poblacién que viene expresado a través de una v.a. X que posee
momentos de primer y segundo orden, es decir, existen E [X]| y Var [X]:

E[Xi]=p
X17X27 cee 7X7l7
Var [X;] = o2
El estimador media muestral que denotaremos normalmente como X
(en lugar de f1 es
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verifica:

Var [X| = =

Por tanto es un estimador insesgado. Si ademas sabemos que X se distribuye
segun una ley gaussiana, se puede comprobar que coincide con el estimador
de méaxima verosimilitud:

Proposicion

2
— o
XN (p,0) = X = fipy~N (M, n)

Estimador de la varianza

Al elegir un estimador de 0? = Var [X], podemos comenzar con el
estimador mas natural (que es el estimador maximo verosimil) sin embargo
éste no es insesgado, ya que el valor esperado del estimador

=1

se demuestra que es (n — 1)/n - 0. De esta manera, para conseguir un
estimador insesgado de la varianza se introduce la cuasivarianza muestral:

52 N 2
S —n_lS (7.2)

la cual presenta como valor esperado o2. Se puede comprobar ademds que

(n—1)82

o2 ~Xn—1
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Capitulo 8

Estimacion confidencial

8.1. Introduccion

En el capitulo anterior establecimos toda la teoria que concierne a la defini-
cién y concepto de un estimador puntual, asi como las propiedades deseables
que debe verificar para considerar el producto una “buena.®timacion del
parametro.

Existen, no obstante, multitud de circunstancias en las que el interés
de un estudio no estriba tanto en obtener una estimacién puntual para un
pardmetro, como determinar un posible “rango” de valores o “intervalo.e los
que pueda precisarse, con una determinada probabilidad, que el verdadero
valor del parametro se encuentra dentro de esos limites.

Las técnicas que abordan este tipo de situaciones, se encuadran dentro
de la estadistica Inferencial bajo el titulo de “Estimacién Confidencial.?
“Estimacién por Intervalos de Confianza”. El desarrollo teérico de como
llega a constituirse un intervalo, realizado en el caso maés intuitivo y senci-
llo, asi como los intervalos de confianza para los pardametros mas usuales:
medias, varianzas y proporciones, para una y dos poblaciones, son el obje-
tivo de este capitulo. Para ello empezamos bajo el supuesto de que nuestra
variable en estudio es una variable aleatoria que sigue una distribucion
cualquiera Nuestro objetivo serd determinar los limites del intervalo de
confianza para éstos.

175
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Sea X~»Fam () una v.a. de cierta familia, que se distribuye segiin un
parametro 6 que desconocemos. Para estimar dicho pardmetro a partir de
una muestra aleatoria simple

fX17X27"'7Xn

o
e

X

hemos definido lo que es un estimador HA()? ) ¥ hemos enunciado las buenas
propiedades que es deseable que posea. Cuando se realiza el experimento
aleatorio de extraer una muestra concreta de la poblacién, el estimador
(que a veces denominaremos estimador puntual) nos da una aproximacién

de 6.

X1 =2
Xo=x9 p=0(x1,29,...,2,) =0
—_———
T T=(x1,22,...,Tn)
Xy =xp

Esto es lo que se denomina estimacion puntual, pues se asigna un punto
como estimacién del valor del parametro.

La estimacion confidencial o estimacién por intervalos de con-
fianza asigna un conjunto de valores como estimacién del parametro, que
generalmente tiene forma de intervalo: I(X).

—

Diremos que (X)) es un intervalo aleatorio al nivel de significacién
«, 0 equivalentemente, intervalo aleatorio al nivel de confianza 1 — «
si

Ploci(X)]>1-aq,

o lo que es lo mismo

—

P |0 &I(

)] < a.
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—

Cuando un intervalo aleatorio I(X) tiene una probabilidad menor del
100 - % de que el pardmetro no esté en el intervalo decimos que el
intervalo es de confianza 1 — «, o de significacion .

—

Es importante comprender correctamente esta idea: I(X) es un con-
junto aleatorio que depende de la muestra elegida. Por tanto para cada
muestra tenemos un intervalo de confianza diferente. Si elegimos un nivel
de confianza por ejemplo de o = 95 %, y encontramos (mediante la técnica
que sea) intervalos de confianza al 95 % que se correspondan con cada una
de las muestras, lo que sabemos es que en el 95 % de los casos los intervalos
de confianza dieron una respuesta correcta. En el 5% restante se obtuvo
una respuesta incorrecta.

Cuando una muestra ha sido elegida mediante un muestreo aleatorio
simple, no tiene sentido decir 8 € I(Z) con probabilidad 1 — o, pues sélo
puede ocurrir que (fijada la muestra) el pardmetro esté o que no esté dentro
del intervalo. Sin embargo por comodidad a veces se utiliza esa expresion,
donde lo que queremos con esa frase es expresar la idea de que “si hu-
biésemos tomados muestras del mismo tamarno en una gran cantidad de
ocasiones, hubiésemos acertado por lo menos en un 100 - (1 — ) % de las
ocasiones al decir que el pardmetro estaba en el intervalo que cada muestra
suministra”.

8.2. Intervalos de confianza para la distribucién
normal

Dada una variable aleatoria de distribucién gaussiana X~>N (p, 02), nos
interesamos en primer lugar, en calcular intervalos de confianza para sus
dos parametros, p y o2.

He aqui un resumen de las situaciones que consideraremos:

. 1a media si se conoce la varianza: Este no es un caso practico (no se puede conocer o2 sin conocer

previamente p), pero sirve para introducirnos en el problema de la
estimacion confidencial de la media;
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anza para la media (caso general):

valo de confianza para la varianza:

Estimacion de tamano muestral
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Este se trata del caso con verdadero interés practico. Por ejemplo
sirve para estimar intervalos que contenga la media del colesterol en
sangre en una poblacién, la altura, el peso, etc, cuando disponemos
de una muestra de la variable.

Este es otro caso de interés en las aplicaciones. El objetivo es calcular
un intervalo de confianza para o2, cuando sélo se dispone de una
muestra.

La utilidad consiste en decidir cual deberd ser el tamano necesario
de una muestra para obtener intervalos de confianza para una media,
con precision y significacion dadas de antemano. Para que esto sea
posible es necesario poseer cierta informacién previa, que se obtiene
a partir de las denominadas muestras piloto.

Mas adelante, consideramos el caso en que tenemos dos poblaciones
donde cada una sigue su propia ley de distribucién N (u1,0%) y N (2, 03).
Los problemas asociados a este caso son

ferencia de medias homocedéasticas

iferencia de medias (caso general)

Se realiza el calculo del intervalo de confianza suponiendo que ambas
variables tienen la misma varianza, es decir son homocedasticas.
En la practica se usa este cédlculo, cuando ambas variables tienen
parecida dispersién.

Es el mismo caso que el anterior, pero se realiza cuando se observa
que hay diferencia notable en la dispersién de ambas variables.

8.2.1. Intervalo para la media si se conoce la varianza

Este caso que planteamos es més a nivel tedrico que practico: dificilmen-
te vamos a poder conocer con exactitud o mientras que u es desconocido.
Sin embargo nos aproxima del modo mas simple a la estimacién confidencial
de medias.

Para estimar p, el estadistico que mejor nos va a ayudar es X, del que
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conocemos su ley de distribucion:

2

X~ N (u, U)
n

—_——

un parametro
desconocido

Esa ley de distribucién depende de p (desconocida). Lo més conveniente es
hacer que la ley de distribuciéon no dependa de ningtin parametro descono-
cido, para ello tipificamos:

7 =

- ~ N(0,1)
% tabulada
—
par. desconocido
_|_
estimador

_|_
cosas conocidas

Este es el modo en que haremos siempre la estimacién puntual: busca-
remos una relacion en la que intervengan el pardmetro desconocido junto
con su estimador y de modo que estos se distribuyan segun una ley de pro-
babilidad que es bien conocida y a ser posible tabulada.

De este modo, fijado o € (0,1), consideramos la v.a. Z~N (0,1) y
tomamos un intervalo que contenga una masa de probabilidad de 1 — a.
Este intervalo lo queremos tan pequeno como sea posible. Por ello lo mejor
es tomarlo simétrico con respecto a la media (0), ya que alli es donde se
acumula mds masa (véase la figura 8.1). Asf las dos colas de la distribucién
(zonas més alejadas de la media) se repartiran a partes iguales el resto de
la masa de probabilidad, a.

Vamos a precisar como calcular el intervalo de confianza:

= Sea z,/o €l percentil 100- 5 de Z, es decir, aquel valor de IR que deja
por debajo de si la cantidad § de la masa de probabilidad de Z, es
decir:
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0.4

0.3

0.2

0.1

Intervalo de confianza 1 -a

0.0

Figura 8.1: La distribucién N (0, 1) y el intervalo més pequeno posible cuya
probabilidad es 1 — a. Por simetria, los cuantiles 2,2 ¥ 21_q/2 s6lo difieren
en el signo.

e
P[Z S Za/Q] — 5
» Sea 21_q/ €l percentil 100 - 1_70‘, es decir,

PlZ < z1_qp) =1 -

o[ Q

Es util considerar en este punto la simetria de la distribuciéon normal,
y observar que los percentiles anteriores son los mismos aunque con
el signo cambiado:

Raf2 = TR1—a/2

s El intervalo alrededor del origen que contiene la mayor parte de la
masa de probabilidad (1 — ) es el intervalo siguiente (cf. Figura 8.1):
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{Za/szlfa/Q} = [_Zlfa/2vzlfo¢/2]
lo que habitualmente escribiremos como:

|Z| < Zl—a/?

= De este modo podemos afirmar que existe una probabilidad de 1 — «
de que al extraer una muestra aleatoria de la variable en estudio,
ocurra.

|Z| < Fl—aj2 =

De este modo un intervalo de confianza al nivel 1 — « para la esperanza
de una normal de varianza conocida es el comprendido entre los valores

= g

Toj2 = X - Rl—a/2 " %

— o
Tl qp2 =X+ 21_q/2- 7n

— o
p=X=Etz _op —F&= (8.1)

n

Ejemplo

Se sabe que el peso de los recién nacidos sigue una distribucién normal
con una desviacién tipica de 0,75 kg. Si en una muestra aleatoria simple de
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100 de ellos se obtiene una media muestral de 3 kg, y una desviacion tipica
de 0,5 kg, calcular un intervalo de confianza para la media poblacional que
presente una confianza del 95 %.

Solucién: FEn primer lugar hay que mencionar que la situacién planteada
no es habitual, ya que si somos capaces de obtener ¢ = 0,75, es natural
que hayamos podido calcular tambien y, y no necesitariamos una muestra
aleatoria para estimar p confidencialmente. Esto ocurre porque el ejemplo
tiene utilidad puramente académica.

Para calcular p usamos el estadistico:
X
-~ o/vn

que como se observa no depende de la dispersién de la muestra, ya que
tenemos la “fortuna” de disponer de la dispersién exacta de la poblacion.
Esto no es lo habitual en una situacién practica, y como veremos mas
adelante, el papel del la dispersién exacta de la poblacién (desconocido)
sera sustituido por el de la dispersién de la muestra.

Z

~N(0,1)

Un intervalo de confianza al 95% se calcula teniendo en cuenta que
Z~N (0,1), y dicha distribucién presenta un 95% de probabilidad de
ocurrir entre sus cuantiles zp 025 = —1,96 y 20,975 = 1,96 (son de signo
opuesto por simetria de la distribucién normal). Luego con una confianza
del 95 % ocurre:

o

~1,96 < Z < 41,96 < |Z| < +1,96 < [—p| < +1,96
Jn

& |p—3] < 0,147

Es decir con una confianza del 95 % tenemos que p = 3+0, 147kg. Esto debe
ser interpretado como que la técnica que se usa para el calcular el intervalo
de confianza da una respuesta correcta en 95 de cada 100 estudios basados
en una muestra aleatoria simple diferente sobre la misma poblacion.

8.2.2. Intervalo para la media (caso general)

El intervalo de confianza al nivel 1 — « para la esperanza de una distri-
bucién gaussiana cuando sus parametros son desconocidos es:
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T distrib. meadia muestral

distrib. muestra

2.0 25 3.0 35 4.0

Figura 8.2: Un intervalo de confianza para la media podemos visualizarlo
como el que corresponderia a una distribucién normal con el mismo centro
que la de la poblacién, pero cuya desviacién estd reducida en /n.

p=Xxtt, 110"

3

n

Ejemplo

Se sabe que el peso de los recién nacidos sigue una distribucién normal.
Si en una muestra aleatoria simple de 100 de ellos se obtiene una media
muestral de 3 kg, y una desviacion tipica de 0,5 kg, calcular un intervalo de
confianza para la media poblacional que presente una confianza del 95 %.

Solucién: Para calcular p usamos el estadistico:

X —
T = — H/\»tn_l
S/vn

que a diferencia del ejemplo mencionado anteriormente, no depende se o
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(desconocido) si no de su estimacién puntual insesgada:

S=1/n/(n—1)8 =4,/100/990,5 = 0,503

Un intervalo de confianza al 95 % se calcula teniendo en cuenta que T~~t,,_1,
y dicha distribucién presenta un 95 % de probabilidad de ocurrir entre sus
cuantiles T},—1,0,025 = —1,98 y T},—1,0,075 = 1,98 (son de signo opuesto por
simetria de la distribucién de Student). Luego con una confianza del 95 %
ocurre:

N

S
T—pl <+1,98— < |p—3]<0,1
T — pl < 41, NG =3l <0,
Es decir con una confianza del 95 % tenemos que p = 3 + 0, 1kg.

Ejemplo

Se quiere estimar un intervalo de confianza al nivel de significacién
a = 0,05 para la altura media p de los individuos de una ciudad. En
principio solo sabemos que la distribucién de las alturas es una v.a. X de
distribuciéon normal. Para ello se toma una muestra de n = 25 personas y
se obtiene

= 170 cm
S = 10cm

S

Solucion:

Este ejemplo es similar al anterior, pero vamos a resolverlo de una manera
mas detallada.

En primer lugar, en estadistica inferencial, los estadisticos para medir
la dispersién més convenientes son los insesgados. Por ello vamos a dejar de
lado la desviacion tipica muestral, para utilizar la cuasidesviacién tipica:

A [n 125
S 0=85=S8 — 0 2 0°206
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10, 206
p=170+2,06  —

= 170 + 4,204

o dicho de forma més precisa: Con un nivel de confianza del 95 % podemos
decir que la media poblacional esté en el intervalo siguiente:

1 € [165,796 ; 174, 204]

Ejemplo

Este ejemplo se puede considerar como una introduccién a los contrastes
de hipétesis. La variable IL se presenta en los ninos recién nacidos con una
distribuciéon normal de media 2,5. En un grupo de 31 nifios con sepsis
neonatal se encuentra que el valor medio de IL es de x = 1,8 y S$=0,2.
. Cree que presenta la presencia de sepsis neonatal afecta el valor de IL?

Solucién: Si no hubiese relacion entre la sepsis neonatal y el valor de
IL deberia ocurrir que el valor de IL en ninos nacidos con sepsis se com-
porte del mismo modo que en los nifios normales. Por tanto deberia seguir
una distribucién normal. Ademds un intervalo de confianza al 95% para
la media de la poblacion de ninos sépticos, calculado a partir de los datos
de la muestra deberia contener (con una confianza del 95 %) a la media de
la poblaciéon de ninos normales. Si no fuese asi habria que pensar que la
variable IL estd relacionada con la presencia de sepsis.

Calculemos el intervalo de confianza para la media de los nifos con
sepsis. Para ello elegimos el estadistico més adecuado a los datos que po-
seemos:

T—u ¢

X ~130

S/V31

Un intervalo de confianza al 95 % se calcula teniendo en cuenta que T~»t30,
y dicha distribucién presenta un 95 % de probabilidad de ocurrir entre sus
cuantiles T30.0,025 = —2,04 y T30,0,975 = 2,04 (son de signo opuesto por
simetria de la distribucién de Student). Luego con una confianza del 95 %
ocurre:
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0,2
11,8 — pu| < 42,04—— < |p— 1,8/ < 0,07

V31

Por tanto podemos afirmar (con una confianza del 95 %) que la media
poblacional de los nifios con sepsis estaria comprendida entre los valores 1,73
y 1,87, que estdn muy alejados de 2,5 (media de los nifilos normales). Por
tanto, podemos afirmar con una confianza del 95 % que estdn relacionados
la IL y la sépsis en ninos recien nacidos.

8.2.3. Intervalo de confianza para la varianza

Un intervalo de confianza al nivel 1 — « para la varianza de una distri-
bucién gaussiana (cuyos pardmetros desconocemos) lo obtenemos como

s | (n—1)8? (n—1)8?
o € 5 s 5
Xn—1,1-a/2 Xn—1,0/2

Ejemplo

Se estudia la altura de los individuos de una ciudad, obteniéndose en
una muestra de tamano 25 los siguientes valores:

T = 170 cm
S = 10cm
Calcular un intervalo de confianza con o = 0,05 para la varianza o2 de
la altura de los individuos de la ciudad.
Solucién:

o? € [63,45; 201, 60]

Por tanto, para el valor poblacional de la desviacién tipica tenemos que
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7,96 < o < 14,199

con una confianza del 95 %, que por supuesto contiene a las estimaciones
puntuales S =10 y § = 10,206 calculados sobre la muestra.

8.2.4. Estimacién del tamano muestral

Antes de realizar un estudio de inferencia estadistica sobre una variable,
lo primero es decidir el niimero de elementos, n, a elegir en la muestra
aleatoria. Para ello consideremos que el estudio se basara en una variable
de distribucién normal, y nos interesa obtener para un nivel de significacién
« dado, una precisién (error) d.

Para ello, recordemos que un intervalo de confianza para una media en
el caso general se escribe como:

- S
p=X=*t 11-a/2" 7n

precision d

|

Si n es suficientemente grande, la distribucion t de Student se aproxima
a la distribucién normal. Luego una manera de obtener la precision buscada

consiste en elegir n con el siguiente criterio:
2
Al—a/2

d2

n > 32

Donde &2 es una estimacién puntual a priori de la varianza de la mues-
tra. Para obtenerla nos podemos basar en una cota superior conocida por
nuestra experiencia previa, o simplemente, tomando una muestra piloto
que sirve para dar una idea previa de los parametros que describen una
poblacién.

Ejemplo

En los ultimos ejemplos se ha estudiado la variable altura de los in-
dividuos de una poblacion, considerando que ésta es una variable que se



188 Bioestadistica: Métodos y Aplicaciones

?
—_———

X~ N (M, a2> «— poblacién normal

X <« media de la muestra
S? «— cuasivarianza de la muestra
n < tamano de la muestra

Intervalos de confianza

Para p cuando o2 se conoce pe X+ Z1—a)2 - %
n
2 - $
Para p cuando ¢“ no se conoce peEXtt, 11 a/2" T
’ n

N

o 1)82 (n—1)82

2 ) 2
Xn—1,1-a/2 Xn—1,0/2

2

Para 0© con p desconocido o

Cuadro 8.1: Intervalos de confianza para los parametros de una poblacién
normal, a partir de una muestra aleatoria simple de la misma.
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distribuye de modo gaussiana.

Para ello se tomé una muestra de 25 individuos (que podemos considerar
piloto), que ofrecid los siguientes resultados:

T = 170 cm
S = 10cm

Calcular el tamano que deberia tener una muestra para que se obtu-
viese un intervalo de confianza para la media poblacional con un nivel de
significacién a = 0,01 (al 99 %) y con una precisién de d = 1 cm.

Solucién:

Obsérvese que sobre la muestra piloto, el error cometido al estimar el
intervalo al 95 % fue aproximadamente de 4’2 cm por lo que si buscamos un
intervalo de confianza tan preciso, el tamafio de la muestra, n, deberd ser
bastante mayor. En este caso se obtiene:

2 2

n~ W — 2,587 - 10,206 ~ 694
Por tanto, si queremos realizar un estudio con toda la precisién requerida
en el enunciado se deberia tomar una muestra de 694 individuos. Esto es
una indicaciéon de gran utilidad antes de comenzar el estudio. Una vez que
el muestreo haya sido realizado, debemos confirmar que el error para el
nivel de significacién dado es inferior o igual a 1 c¢m, utilizando la muestra
obtenida.

8.2.5. Intervalos para la diferencia de medias de dos pobla-
ciones

Consideremos el caso en que tenemos dos poblaciones de modo que el
cardcter que estudiamos en ambas (X7 y X3) son v.a. distribuidas segin
leyes gaussianas

X1 ~ N (MLU%)
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X2 ~ N (M27 U%)

En cada una de estas poblaciones se extrae mediante muestreo aleato-
rio simple, muestras que no tienen por que ser necesariamente del mismo
tamano (respectivamente nj y ng)

X1 Xi11, X2, .., Xy
Xo = Xo1,Xo,..., Xop,

Podemos plantearnos a partir de las muestras el saber qué diferencias
existen entre las medias de ambas poblaciones, o por ejemplo estudiar las
relacion existente entre sus dispersiones respectivas. A ello vamos a dedicar
los siguientes puntos.

Intervalo para la diferencia de medias homocedaticas

Supongamos que dos poblaciones tengan varianzas idénticas (homocedasticidad),o?.
Es decir

o =0l =03

Por razones andlogas a las expuestas en el caso de una poblacién una po-
blacién, se tiene que

(n1 — 1)312 2
o "X 2reprod
X :P> -2

.2 2 2
. XTL1+TL2—2 - an—l—i_Xng—l'\’)an—l—ng—Q
(n2 — 1)83

g

2 —
Xn1—1 -

2 _ 2
XTLQ—]. - ’\/%Xn2_1

De manera similar al caso de la media de una poblacion, si las varianzas
fuesen conocidas, podemos definir la v.a.

7 (X1 = Xo) = (m —p) _ (X1 = Xo) — (1 —pa)

N (D)
ni no ny n2

N (0,1)
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Cuando las varianzas de las poblaciones son desconocidas, pero podemos
asumir que al menos son iguales, el siguiente estadistico se distribuye como
una t de Student con nq + no — 2 grados de libertad:

T _ Z _ (X = Xo) — (i —p2)
nit+ng—2 — — N 1 1 ~Uni+ng—2
1 2 Sy/ar T s
ni+ng —2 n1tng—2

(8.2)
donde se ha definido a 82 como la cuasivarianza muestral ponderada
de 8% y S2

g2 _ (mi— DSt + (n2 — 1)83

ni+ng —2

Si 1—a es el nivel de significacion con el que deseamos establecer el inter-
valo para la diferencia de las dos medias, calculamos el valor ¢,,, 1, _1,1-a/2
que deja por encima de si a/2 de la masa de probabilidad de T}, 4p,—2

(6%
’P[Tn1+n272 > tn1+n2—2,1—a/2] = 5 <~ P[‘Tn1+n2*2| < tn1+n2—2,1—a/2] =l-«

Repitiendo un proceso que ya hemos realizado en ocasiones anteriores, te-
nemos una probabilidad de 1 — a de que a extraer una muestra aleatoria
simple ocurra:

|Tn1+n2*2| < tn1+n2—2,1—o¢/2 <

S = p2| < (X1~ X2) +tngny—2,1-as2

Luego el intervalo de confianza al nivel 1 —« para la diferencia de esperanzas
de dos poblaciones con la misma varianza (aunque esta sea desconocida)
es:

Slnytng—21-a/2

Sy/—+—
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8
|
_|_
|

= pg = (X1 — X2) * by 1ny—21-a/2

Ejemplo

Queremos estudiar la influencia que puede tener el tabaco con el peso
de los ninos al nacer. Para ello se consideran dos grupos de mujeres emba-
razadas (unas que fuman y otras que no) y se obtienen los siguientes datos
sobre el peso X, de sus hijos:

Madres fumadoras —  n1 = 35 mujeres, T; = 3,6 Kg $1=0,5 Kg
Madres no fumadoras — mne = 27 mujeres, To = 3,2 Kg Sy = 0,8 Kg

En ambos grupos los pesos de los recién nacidos provienen de sendas dis-
tribuciones normales de medias desconocidas, y con varianzas que si bien
son desconocidas, podemos suponer que son las mismas. Calcular en cuanto
influye el que la madre sea fumadora en el peso de su hijo.

Solucion:

Si X7 es la v.a. que describe el peso de un nino que nace de madre no
fumadora, y X9 el de un hijo de madre fumadora, se tiene por hipdtesis que

le\")N ()ula 0-2)
3 p1, po, o2, tales que
XooN (2, 0?)

Si queremos estimar en cuanto influye el que la madre sea fumadora en el
peso de su hijo, podemos estimar un intervalo de confianza para p; — s, lo
que nos dara la diferencia de peso esperado entre un nino del primer grupo
y otro del segundo. El estadistico que se ha de aplicar para esta cuestion
es:

(T1 — T2) — (H1 — pi2)

~tny4n,—2 = t35027-2 = tgo

“»
|~

_|_
|~
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donde

o (n1—1)SE+ (na —1)82 340,52 +26- 0,8

S? = P — 0 =0,419 = S = 0,6473
1 2 —

Consideramos un nivel de significacién que nos parezca aceptable, por ejem-
plo a = 0,05, y el intervalo buscado se obtiene a partir de:

0,4
—_—~

| (376 - 372) _(,Ul _,UZ) |

T T < t60;1-0,05/2 = 160;0,975 = 2
0,6473 ¢/ == + —=
’ 35 + 27

0,1658

:>u1—,ug20,4:|:2~0,1658:>,u1—u2:0,4:t0,3316

con lo cual se puede decir que un intervalo de confianza para el peso es-
perado en que supera un hijo de madre no fumadora al de otro de madre
fumadora estd comprendido con un nivel de confianza del 95 % entre los
0,068 Kg y los 0,731 Kg.
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X1~N (Mly‘ﬁ)

Xo~ N (ug, o )

X1, Xo « medias de las muestras
S2, 82 « cuasivarianzas de las muestras
ni, ng <« tamanos de las muestras

Intervalos de confianza para 1 — o

+— poblaciones normales

— A~ |1 1
Si 0% = 03 (desconocidos) | u1 — pe € (X1 — Xo) £ thytna—21-a/2 S - + -
L - S2 S2
Si 02 # o2 (desconocidos) p— 2 € (X1 — Xo) £tp1_q/2- n—l + n—Q
1 2
g (m =18+ (n2 —1)83
ni+ng —2
donde - o\ 2
ni no
— 2 « Welch.

= -
— | +
n+1\n ng + 1

Cuadro 8.2: Intervalos de confianza para la diferencia de las medias de dos
poblaciones normales, calculados a partir de sendas muestras independien-
tes de cada una de ellas.Los resultados dependen de que podamos suponer

cierta o no la condicion de homocedasticidad.
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8.3. Intervalos de confianza para variables dicotémi-
cas

Cuando tenemos una variable dicotémica (o de Bernoulli) a menudo
interesa saber en qué proporcién de casos, p ocurre el éxito en la realizacién
de un experimento. También nos puede interesar el comparar la diferencia
existente entre las proporciones en distintas poblaciones. También es de
interés calcular para un nivel de significacion dado, el tamano muestral
necesario para calcular un intervalo de confianza de cuyo radio sea menor
que cierta cantidad.

8.3.1. Intervalo para una proporcién

Sean X7, ..., X,,~Ber (p). Si queremos estimar el parametro p, la ma-
nera mas natural de hacerlo consiste en definir la suma de estas —lo que
nos proporciona una distribuciéon Binomial

X=X1+ -+ X,~B(n,p)

y tomar como estimador suyo la v.a.

X

p="
n

Es decir, tomamos como estimacion de p la proporcién de éxitos obtenidos
en las n pruebas. p.

La distribucién del ntimero de éxitos es binomial, y puede ser aproxi-
mada a la normal cuando el tamano de la muestra n es grande, y p no es
una cantidad muy cercana a cero o uno:

X~B(n,p) = XN (np, npq)

El estimador p no es més que un cambio de escala de X, por tanto

X 5
ﬁ:&N(p pq) — 2Pz UN(0,1)
n

,—
n
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Esta expresion presenta dificultades para el cdlculo, siendo mas cémodo
sustituirla por la siguiente aproximacién:
p—p
bi
n

~ Z~N(0,1)

Para encontrar el intervalo de confianza al nivel de significacién « para
p se considera el intervalo que hace que la distribucién de Z~>N (0, 1) deje
la probabilidad « fuera del mismo. Es decir, se considera el intervalo cuyos
extremos son los cuantiles a/2 y 1 — /2. Asi se puede afirmar con una
confianza de 1 — « que:

P=DE21_q/ P4 con una confianza de 1 — o
\ n

Ejemplo

Se quiere estimar el resultado de un referéndum mediante un sondeo.
Para ello se realiza un muestreo aleatorio simple con n = 100 personas y
se obtienen 35% que votardn a favor y 65% que votaran en contra (su-
ponemos que no hay indecisos para simplificar el problema a una variable
dicotémica). Con un nivel de significacién del 5 %, calcule un intervalo de
confianza para el verdadero resultado de las elecciones.

Solucién: Dada una persona cualquiera (i) de la poblacidn, el resultado
de su voto es una variable dicotémica:

X;~Ber (p)

El parametro a estimar en un intervalo de confianza con o = 0,05 es p,
y tenemos sobre una muestra de tamano n = 100, la siguiente estimacion

puntual de p:

35 o
=155 =0:35=4=0,65

El intervalo de confianza buscado es:
p=0,65=+0,0935

Por tanto, tenemos con esa muestra un error aproximado de 9,3 puntos al
nivel de confianza del 95 %.
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8.3.2. Eleccion del tamano muestral para una proporcién

En unejemplo previo con una muestra de 100 individuos se realizd una
estimacién confidencial, con un 95 % de confianza, del porcentaje de votan-
tes a una cuestién en un referéndum, obteniéndose un margen de error de
9, 3 puntos.

Si pretendemos reducir el error a 1 punto y queremos aumentar el ni-
vel de confianza hasta el 97% (o = 0/03) hemos de tomar una muestra
légicamente de mayor tamato, N.

Un valor de N que satisface nuestros requerimientos con respecto al
error es:

2
l—a/2

N > pj=oL
error

Si en un principio no tenemos una idea sobre que valores puede tomar
p, debemos considerar el peor caso posible, que es en el que se ha de estimar
el tamano muestral cuando p = ¢ = 1/2. Asi:

2
1 %_
N> - 1-a/2
4 error?

cuando no se tiene estimacién de p

Ejemplo

Se quiere estimar el resultado de un referéndum mediante un sondeo, y
sin tener una idea sobre el posible resultado del mismo, se desea conocer el
tamano de muestra que se ha de tomar para obtener un intervalo al 97 %
de confianza, con un error del 1

Solucion:

Como no se tiene una idea previa del posible resultado del referéndum,
hay que tomar un tamafnio de muestra, N, que se calcula mediante:

1 289s5 0,25-2,172
N> - 998 =11
= 40,012 0,012 773

Asi para tener un resultado tan fiable, el niimero de personas a entre-
vistar debe ser muy elevado —lo que puede volver excesivamente costoso
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el sondeo.

8.3.3. Intervalo para la diferencia de dos proporciones

Vamos a considerar que tenemos dos poblaciones de modo que en cada
una de ellas estudiamos una v.a. dicotémica (Bernoulli) de pardmetros res-
pectivos p; vy pe. De cada poblacién vamos a extraer muestras de tamano

nyy n2

Xl = X115X12a"'5X1n1
Xo = Xop1,X00,..., X9y,

Entonces

ni
X1 = > Xy~B(n,p)
i=1

n2
Xy = > Xpi~B(ng,p2)
i=1

Si las muestras son suficientemente grandes ocurre que una aproximacion
para un intervalo de confianza al nivel 1 — « para la diferencia de propor-
ciones de dos poblaciones es:

pL—p2€ (D1 —D2) T 21_ap (| — +——

Ejemplo

Se cree que la osteoporosis estd relacionada con el sexo. Para ello se
elige una muestra de 100 hombres de mas de 50 anios y una muestra de 200
mujeres en las mismas condiciones. Se obtiene que 10 hombres y 40 mujeres
con algtin grado de osteoporosis. ;Qué podemos concluir con una confianza
del 95%? Solucién:
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Llamamos p; a la incidencia de la osteoporosis en las mujeress de mas
de 50 anos y ps2 a la de los hombres. Calculemos un intervalo de confianza
para la diferencia (p; — p2). Si 0 no forma parte de dicho intervalo con una
confianza del 95 % podemos decir que p; es diferente a py (con tal grado de
confianza, por supuesto).

La estimacion puntual insesgada que podemos hacer de ambos pardme-
tros a partir de los datos muestrales son:

p1 = 40/200=0,2
p2 = 10/100=0,1

0,2x0,8 0,1x0,9
+

—po) = (0,2—0,1) +
(pl P2) (07 07 ) \/ 200 100

=0,08

Es decir, enemos una confianza del 95 % en la afirmacién de que la dife-
rencia entre la incidencia de osteoporosis en mujeres y hombres esta entre
0,02 (2%) y 0,18 (18 %).

Obsérvese que como 0% no es un valor de dicho intervalo puede con-
cluirse con una confianza del 95 % que hay diferente incidencia de osteopo-
rosis en hombres que en mujeres para las personas de mas de 50 anos. Esta
conclusién es algo mas pobre de lo que hemos obtenido con el intervalo de
confianza, pero visto de esta manera, este ejemplo puede considerarse como
una introduccién a los contrastes de hipétesis.
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8.4. Problemas

Ejercicio 8.1. Se ha medido el volumen diario de bilis, expresado en litros,
en 10 individuos sanos, obteniéndose
0,98; 0,85; 0,77; 0,92; 1,12; 1,06; 0,89; 1,01; 1,21; 0,77.

(Cuanto vale la producciéon diaria media de bilis en individuos sanos supo-
niendo que la muestra ha sido obtenida por muestreo aleatorio simple sobre
una poblacién normal?

Ejercicio 8.2. La cantidad minima requerida para que un anestésico surta
efecto en una intervencién quirurgica fue por término medio de 50 mg, con
una desviacion tipica de 10,2 mg, en una muestra de 60 pacientes. Obtener
un intervalo de confianza para la media al 99 %, suponiendo que la mues-
tra fue extraida mediante muestreo aleatorio simple sobre una poblacién
normal.

Ejercicio 8.3. Un investigador esté interesado en estimar la proporcién de
muertes debidas a cancer de estémago en relacion con el nimero de defun-
ciones por cualquier tipo de neoplasia. Su experiencia le indica que seria
sorprendente que tal proporcién supere el valor de 1/3. ;Qué tamano de
muestra debe tomar para estimar la anterior proporcién, con una confianza
del 99 %, para que el valor estimado no difiera del valor real en més de
0,037.

Ejercicio 8.4. Se desea realizar una estimacion confidencial de la varianza
de la estatura de los ninos varones de 10 anos de una ciudad con una
confianza del 95 %. ;Cudl serd dicho intervalo si se toma una muestra de
101 ninos al azar, entre todos los que reinen las caracteristicas deseadas, y
medimos sus estaturas, y se obtienen las siguientes estimaciones puntuales:
Z = 138,6 cm, S? = 29,16 cm??

Ejercicio 8.5. Un cardidlogo se encuentra interesado en encontrar limites
de confianza al 90 %, para la presion sistélica tras un cierto ejercicio fisico.
Obtenerlos si en 50 individuos se obtuvo T = 13, § = 3 y suponemos que
el comportamiento de la v.a. es normal.
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Ejercicio 8.6. En una muestra de 25 bebés varones de 12 semanas de vida,
se obtuvo un peso medio de 5.900 gr y una desviacion tipica de 94 gr.

1. Obtener un intervalo de confianza (al 95 %) para el peso medio po-
blacional.

2. ;Cuantos ninos habria que tomar para estimar dicha media con una
precision de 15 gr?

Ejercicio 8.7. En un determinado servicio de odontologia se sabe que el
22 % de las visitas llevan consigo una extraccién dentaria inmediata. En
cierto ano, de 2.366 visitas, 498 dieron lugar a una extraccién inmediata.
JEntran en contradiccién las cifras de ese afio con el porcentaje establecido
de siempre?

Ejercicio 8.8. Sélo una parte de los pacientes que sufren un determinado
sindrome neurolégico consiguen una curaciéon completa; Si de 64 pacientes
observados se han curado 41, dar una estimaciones puntual y un intervalos
de la proporcién de los que sanan. ;Qué nimero de enfermos habria que
observar para estimar la proporcion de curados con un error inferior a 0,05
y una confianza del 95 %?

Ejercicio 8.9. Se desea estimar el tiempo medio de sangria en fumadores de
més de 20 cigarrillos diarios, con edades comprendidas entre 35 y 40 anos,
con una precisién de 5 segundos. Ante la ausencia de cualquier informacién
acerca de la variabilidad del tiempo de sangria es este tipo de individuos,
se tomé una muestra preliminar de 5 individuos, en los que se obtuvieron
los siguientes tiempos (en segundos):

97, 80, 67, 91, 73.

Determinar el tamano minimo de muestra, al 95 %, para cumplir el objetivo
anterior.

Ejercicio 8.10. En una determinada region se tomé una muestra aleatoria
de 125 individuos, de los cuales 12 padecian afecciones pulmonares.
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1. Estimese la proporcion de afecciones pulmonares en dicha regién.

2. Si queremos estimar dicha proporcién con un error maximo del 4 %,
para una confianza del 95 %, {qué tamano de muestra debemos to-
mar?

Ejercicio 8.11. En una muestra de tabletas de aspirinas, de las cuales
observamos su peso expresado en gramos, obtenemos:

1,19; 1,23; 1,18; 1,21; 1,27; 1,17; 1,15; 1,14; 1,19; 1,2

Suponiendo la Normalidad para esta distribucién de pesos, determinar un
intervalo al 80 % de confianza para la varianza.

Ejercicio 8.12. Se quiere estimar la incidencia de la hipertensién arterial
en el embarazo. ;Cuantas embarazadas tenemos que observar para, con
una confianza del 95 %, estimar dicha incidencia con un error del 2% en los
siguientes casos:

1. Sabiendo que un sondeo previo se ha observado un 9 % de hipertensas.

2. Sin ninguna informacién previa.



Capitulo 9

Contrastes de hipo6tesis

9.1. Introduccion

Hasta ahora hemos estudiado cémo a partir de una muestra de una
poblaciéon podemos obtener una estimacién puntual o bien establecer un
intervalo méds o menos aproximado para encontrar los parametros que ri-
gen la ley de probabilidad de una v.a. definida sobre la poblacién. Es lo
que denomindbamos estimacion puntual y estimacion confidencial respec-
tivamente.

Pueden presentarse en la practica, situaciones en las que exista una
teoria preconcebida relativa a la caracteristica de la poblaciéon sometida
a estudio. Tal seria el caso, por ejemplo si pensamos que un tratamiento
nuevo puede tener un porcentaje de mejoria mayor que otro estdndar, o
cuando nos planteamos si los ninos de las distintas comunidades espanolas
tienen la misma altura. Este tipo de circunstancias son las que nos llevan
al estudio de la parcela de la Estadistica Inferencial que se recoge bajo el
titulo genérico de Contraste de Hipétesis. Implica, en cualquier investi-
gacion, la existencia de dos teorias o hipdtesis implicitas, que denominare-
mos hipdtesis nula e hipdtesis alternativa, que de alguna manera reflejaran
esa idea a priori que tenemos y que pretendemos contrastar con la “rea-
lidad”. De la misma manera aparecen, implicitamente, diferentes tipos de
errores que podemos cometer durante el procedimiento. No podemos olvi-

203
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dar que, habitualmente, el estudio y las conclusiones que obtengamos para
una poblacién cualquiera, se habran apoyado exclusivamente en el andlisis
de sélo una parte de ésta. De la probabilidad con la que estemos dispuestos
a asumir estos errores, dependera, por ejemplo, el tamano de la muestra re-
querida. Desarrollamos en este capitulo los contrastes de hipotesis para los
parametros mas usuales que venimos estudiando en los capitulos anteriores:
medias, varianzas y proporciones, para una o dos poblaciones. Los contras-
tes desarrollados en este capitulo se apoyan en que los datos de partida
siguen una distribucién normal.

Los contrastes de significacién se realizan:
e suponiendo a priori que la ley de distribucién de la poblacion es conocida.
e Se extrae una muestra aleatoria de dicha poblacién.

e Si la distribucién de la muestra es “diferente” de la distribucién
de probabilidad que hemos asignado a priori a la poblacién, concluimos
que probablemente sea erronea la suposicién inicial.

Ejemplo

Supongamos que debemos realizar un estudio sobre la altura media de
los habitantes de cierto pueblo de Espania. Antes de tomar una muestra,
lo l6gico es hacer la siguiente suposicién a priori, (hipdtesis que se desea
contrastar y que denotamos Hy):

Hy : La altura media no difiere de la del resto del pais.

Al obtener una muestra de tamano n = 8, podriamos encontrarnos ante
uno de los siguientes casos:

1. Muestra = {1,50 ;1,52; 1,48; 1,55; 1,60; 1,49; 1,55; 1,63}
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2. Muestra = {1,65; 1,80; 1,73; 1,52; 1,75; 1,65; 1,75; 1,78}

Intuitivamente, en el caso a seria légico suponer que salvo que la muestra
obtenida sobre los habitantes del pueblo sea muy poco representatival, la
hipétesis Hy debe ser rechazada. En el caso b tal vez no podamos afirmar
con rotundidad que la hipétesis Hy sea cierta, sin embargo no podriamos
descartarla y la admitimos por una cuestiéon de simplicidad.

Este ejemplo sirve como introduccién de los siguientes conceptos: En un
contraste de hipdtesis (también denominado test de hipdtesis o Contraste de
significacion) se decide si cierta hipétesis Hy que denominamos hipétesis
nula puede ser rechazada o no a la vista de los datos suministrados por una
muestra de la poblacién. Para realizar el contraste es necesario establecer
previamente una hipétesis alternativa (H;) que serd admitida cuando
Hj sea rechazada. Normalmente Hp es la negacion de Hp, aunque esto no
es necesariamente asi.

El procedimiento general consiste en definir un estadistico T relacio-
nado con la hipétesis que deseamos contrastar. A éste lo denominamos
estadistico del contraste. A continuacién suponiendo que Hj es verda-
dera se calcula un intervalo de denominado intervalo de aceptacién? de la
hipétesis nula, (73, Ts) de manera que al calcular sobre la muestra 7" = Teyy,
el criterio a seguir sea:

Si Teyp € (15,Ts) = no rechazamos Hy (=% rechazamos Hi);

SiTeyp ¢ (15,Ts) = rechazamos H y aceptamos H

El intervalo de aceptacién o mas precisamente, de no rechazo de la
hipdtesis nula, se establece fijando una cantidad « suficientemente pequena
denominada nivel de significaciéon, de modo que la probabilidad de que el
estadistico del contraste tome un valor fuera del mismo — regién critica—

region critica =C =R\ (T3, Ts)

'Esto ocurre con muy baja probabilidad en un muestreo aleatorio simple cuando el
nimero de observaciones es alto
2Se entiende la palabra “aceptaciéncomo en el sentido de “no rechazo”.
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cuando la hipétesis nula es cierta sea inferior o al 100 - o %; Esto se ha de
entender como sigue:

Si Hy es correcta el criterio de rechazo sélo se equivoca con probabilidad c,
que es la probabilidad de que una muestra ofrezca un valor del estadistico
del contraste extrano (en la regién critica).

La decision de rechazar o no la hipdtesis nula estd al fin y al cabo basado en
la eleccién de una muestra tomada al azar, y por tanto es posible cometer
decisiones erréneas. Los errores que se pueden cometer se clasifican como
sigue:

Error de tipo I: Es el error que consiste en rechazar Hy cuando es cierta. La probabili-

dad de cometer este error es lo que anteriormente hemos denominado
nivel de significacién. Es una costumbre establecida el denotarlo siem-
pre con la letra «

a=P [ rechazar H0|Ho es cierta} =P [ aceptar }11|H0 es Cjerta} .

Error de tipo I1: Es el error que consiste en no rechazar Hy cuando es falsa. La proba-

bilidad de cometer este error la denotamos con la letra G

8="P [ no rechazar HOIHo os falsa} (7& P { no rechazar HO‘H1 es cierta} )

9.1.1. Observaciones

1. Los errores de tipo I y Il no estan relacionados mas que del si-
guiente modo: Cuando « decrece § crece. Por tanto no es posible
encontrar tests que hagan tan pequenos como queramos ambos erro-
res simultaneamente. De este modo es siempre necesario privilegiar
a una de las hipétesis, de manera que no serd rechazada, a menos
que su falsedad se haga muy evidente. En los contrastes, la hipétesis
privilegiada es Hg que sélo serd rechazada cuando la evidencia de su
falsedad supere el umbral del 100 - (1 — «) %.

2. Al tomar o muy pequeno tendremos que 3 se puede aproximar a uno.
Lo ideal a la hora de definir un test es encontrar un compromiso sa-
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tisfactorio entre o y 3 (aunque siempre a favor de Hy). Denominamos
potencia de un contraste a la cantidad 1 — 3, es decir

potencia del contraste =1 — 3 = P | rechazar HO‘ Hy es falsa

no rechazar Hy rechazar Hy
Hy es cierta Correcto Error tipo 1
Probabilidad 1 — « Probabilidad «
Hj es falsa Error tipo 11 Correcto
Probabilidad 8 Probabilidad 1 — 3

3. En el momento de elegir una hipétesis privilegiada podemos en prin-
cipio dudar entre si elegir una dada o bien su contraria. Criterios a
tener en cuenta en estos casos son los siguientes:

s Simplicidad cientifica: A la hora de elegir entre dos hipotesis
cientificamente razonables, tomaremos como Hy aquella que sea
mas simple.

» Las consecuencias de equivocarnos: Por ejemplo al juzgar el
efecto que puede causar cierto tratamiento médico que esta en fa-
se de experimentacién, en principio se ha de tomar como hipéte-
sis nula aquella cuyas consecuencias por no rechazarla siendo
falsa son menos graves, y como hipétesis alternativa aquella en
la que el aceptarla siendo falsa trae peores consecuencias. Es
decir,

Hy : el paciente empeora o queda igual ante el tratamiento

H, : el paciente mejora con el tratamiento

Otro ejemplo claro es cuando acaban de instalar un nuevo ascen-
sor en el edificio que habitamos y queremos saber si el ascensor
caerd o no al vacio cuando nosotros estemos dentro. Una persona
prudente es la que espera a que un nimero suficiente de vecinos
suyos hayan usado el ascensor (muestra aleatoria) y realiza un
test del tipo
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Hy : el ascensor se caera

Hy : el ascensor no se caerd

y sOlo aceptard la hipdtesis alternativa para a ~ 0 aunque para
ello tenga que ocurrir que § ~ 1, ya que las consecuencias del
error de tipo I (ir al hospital) son mucho més graves que las del
error del tipo I (subir a pie varios pisos).

Es decir a la hora de decidirse por una de las dos hipétesis no
basta con elegir la mas probable (nadie diria “voy a tomar el
ascensor pues la probabilidad de que no se caiga es del 60 %”).
Hay que elegir siempre la hip6tesis Hy a menos que la evidencia
a favor de Hy sea muy significativa.

Volviendo al ejemplo de la estatura de los habitantes de un pueblo, un
estadistico de contraste adecuado es X. Si la hipétesis Hy fuese cierta se

tendria que
2
X~N (u, J)
n

(suponiendo claro estd que la distribucién de las alturas de los espanoles
siga una distribucién normal de pardmetros conocidos, por ejemplo®

N (u = 1,74,0% = 102)
Denotemos mediante pg el verdadero valor de la media en el pueblo que
estudiamos. Como la varianza de X es pequeiia para grandes valores de n,
lo légico es pensar que si el valor obtenido con la muestra X = T esta muy

alejado de p = 1,74 (regién critica), entonces

» 0 bien la muestra es muy extrana si Hy es cierta (probabilidad «);

3Estos valores de la media y la desviacién tipica no han sido tomados de ningtn
estudio.
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= 0 bien la hipdtesis Hy no es cierta.
Concretamente en el caso a, donde la muestra es
Muestra = {1,50;1,52;1,48;1,55;1,60;1,49;1,55; 1,63}
el contraste de hipotesis conveniente es:
Ho : p=po
Hy:op> o
En este caso H; no es estrictamente la negaciéon de Hy. Esto dard lugar

a un contraste unilateral, que son aquellos en los que la regién critica
estéd formada por un sélo intervalo:

Intervalo de no rechazo de Hy = (T;,+0)
Regién critica = (—o0,T;]

En el caso b, donde la muestra es
Muestra = {1,65;1,80;1,73;1,52;1,75;1,65;1,75;1,78}
el contraste de hipdtesis que deberiamos realizar es:
Ho : p=po
Hy o op# po
Como vemos, ahora si se puede decir que Hi es la negaciéon de Hy. Esto

es un contraste bilateral, que son aquellos en los que la regién critica
estd formada por dos intervalos separados:

Intervalo donde no se rechaza Hy = (T;,T)
Regién critica = (—o0,T;| U [Ty, +00)

Los 1ltimos conceptos que introducimos son:



210 Bioestadistica: Métodos y Aplicaciones

Hipotesis simple: Aquella en la que se especifica un tnico valor del pardmetro. Este es el
caso de las hipdtesis nulas en los dos ltimos contrastes mencionados.

Hipétesis compuesta: Aquella en la que se especifica més de un posible valor del pardmetro.
Por ejemplo tenemos que son compuestas las hipdtesis alternativas de
€sos mismos contrastes.

9.2. Contrastes paramétricos en una poblacién nor-
mal

Supongamos que la caracteristica X que estudiamos sobre la poblacién
sigue una distribucién normal y tomamos una muestra de tamano n

X=X1,...,X,

mediante muestreo aleatorio simple. Vamos a ver cuales son las técnicas
para contrastar hipdtesis sobre los pardmetros que rigen X. Vamos a co-
menzar haciendo diferentes tipos de contrastes para medias y después sobre
las varianzas y desviaciones tipicas.

9.2.1. Contrastes para la media

Test de dos colas con varianza desconocida

2 son conocidos y queremos realizar

Sea X~~N (u1,0?) donde ni p ni o
el contraste

Hoy : p=po

Hy : o # o

va a ser necesario estimarlo a partir de su estimador inses-
gado: la cuasivarianza muestral, S2. Por ello la distribucién del estimador
del contraste serd una t de Student, que ha perdido un grado de libertad:

Al no conocer o2

X — o

Hy cierta <= Topp = 3 ~tn1

B
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Consideramos como regién critica C, a las observaciones de T¢,, extremas
C= {Texp < _tnfl,lfa/Q Y tnfl,lfa/Q < Tea:p}

Observacién

Para dar una forma homogénea a todos los contrastes de hipétesis es
costumbre denominar al valor del estadistico del contraste calculado sobre
la muestra como valor experimental y a los extremos de la region critica,
como valores teoricos. Definiendo entonces

X — po
Tewp = SM

T
Treo = tn-11-a/2

el resultado del contraste es el siguiente:

si [Tewp| < Theo = mno rechazamos Hy;

si [Texp| > Thteo = rechazamos Hy y aceptamos Hj.

Tests de una cola con varianza desconocida

Si realizamos el contraste

Ho : p=po Ho : p > po
o bien
Hy:p<po Hy :op <o

por analogia con el contraste bilateral, definiremos

Tezp = <

Eeo = tn—l,l—a
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No hay evidencia contra Hg

/tn—l, a/2 th-1, 1—0(&

T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 9.1: Sombreada apreciamos la regién critica sombreada para el con-
traste bilateral de una media.

y el criterio para contrastar al nivel de significacién « es
si Togp > —Tieo == 10 rechazamos Hy;
si Togp < —Theo == rechazamos Hy y aceptamos Hj.

Para el contraste contrario,

Hy : p=po Ho : p < po
o bien
Hy o p>po Hy o op> o

definimos Tegp ¥ Tieo como anteriormente y el criterio a aplicar es (véase la
figura 9.3):

si Tezp < Tieo = no rechazamos Ho;

si Tegp > Tieo = rechazamos Hy y aceptamos Hj.
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No hay evidencia contra Hg

Figura 9.2: Regién critica a la derechapara el contrastes unilaterales de una
media.

Ejemplo

Conocemos que las alturas X de los individuos de una ciudad, se distri-
buyen de modo gaussiano. Deseamos contrastar con un nivel de significacién
de o = 0, 05 si la altura media es diferente de 174 cm. Para ello nos basamos
en un estudio en el que con una muestra de n = 25 personas se obtuvo:

170 cm
S = 10cm

8
|

Solucion:

El contraste que se plantea es:
Hy : p=174 cm

Hy : p#174 cm
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No hay evidencia contra Hg

Figura 9.3: Regién critica a la izquierda para el contrastes unilateral de una
media.

La técnica a utilizar consiste en suponer que Hy es cierta y ver si el valor
que toma el estadistico

T — 174
S
/n

Texp = ~tn—1 = toy

es “razonable.® no bajo esta hipdtesis, para el nivel de significacién dado.
Aceptaremos la hipdtesis alternativa (y en consecuencia se rechazard la
hip6tesis nula) si no lo es, es decir, si

Teap| 2> tas;1—aj2 = taa0975 = 2,06

Para ello procedemos al célculo de T¢y:

A [n 125
S 0=85=S8 — 0 2 0°206
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170 — 174
Teap| = |10,W| =|—1,959| < t24.0,975 = 2,06

V25

Luego, aunque podamos pensar que ciertamente el verdadero valor de 4 no
es 174, no hay una evidencia suficiente para rechazar esta hipdtesis al nivel
de confianza del 95 %. Es decir, no se rechaza Hy.

1.4

13r

T

i No serechaza la

hipétesis nula

Figura 9.4: El valor de T, no esta en la regién critica (aunque ha quedado
muy cerca), por tanto al no ser la evidencia en contra de Hy suficientemente
significativa, ésta hipdtesis no se rechaza.

Ejemplo

Consideramos el mismo ejemplo de antes. Visto que no hemos podido
rechazar el que la altura media de la poblacién sea igual a 174 cm, deseamos
realizar el contraste sobre si la altura media es menor de 174 cm.

Solucion:

Ahora el contraste es
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Hy : p>174 cm
Hy » p <174 cm

Para realizar este contraste, consideramos el caso limite y observamos si la
hipétesis nula debe ser rechazada o no. Este es:

H} : p=174 cm
Hy : p <174 cm

De nuevo la técnica a utilizar consiste en suponer que H, es cierta y ver si
el valor que toma el estadistico
T— 174
Teccp = Tvtn—l =ty
vn

es aceptable bajo esta hipdtesis, con un nivel de confianza del 95 %. Se
aceptard la hipdtesis alternativa (y en consecuencia se rechazara la hipdtesis
nula) si

Teacp < t24;a = _t24;1—o< = _t24;0,95 =-1,71

Recordamos que el valor de T¢,, obtenido fue de

Texp = —1,959 < tas,005 = —l24;095 = —1,71

Por ello hemos de aceptar la hipdtesis alternativa

Es importante observar este hecho curioso: Mientras que en el ejemplo
anterior no existia una evidencia significativa para decir que p # 174 cm,
el “simple hecho”de plantearnos un contraste que parece el mismo pero en
version unilateral nos conduce a rechazar de modo significativo que py = 174
y aceptamos que pu < 174 cm. Es por ello que podemos decir que no sélo
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1.4

J13F

T

11r

No se rechaza la
hipétesis nula

3 ZIT 1I ] 1 é 3
T,

eEp

Figura 9.5: El valor te T, estd en la region critica, por tanto existe una
evidencia significativa en contra de Hy, y a favor de Hj.

H{, es rechazada, sino también Hj. Es en este sentido en el que los tests
con Hy y H los consideramos equivalentes:

H{ : p =174 cm Hy : p>174 cm

Hy : p <174 cm Hy @ p <174 cm
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9.2.2. Contrastes para la varianza

Consideremos que el caracter que estudiamos sobre la poblacién sea una
v.a. normal cuya media y varianza son desconocidas. Vamos a contrastar
la hipétesis

Hy : 0% =02, donde o2 es un valor prefijado

frente a otras hipotesis alternativas que podran dar lugar a contrastes bila-
terales o unilaterales. La técnica consiste en utilizar el teorema de Cochran,
para observar que el siguiente estadistico experimental que utiliza el esti-

mador insesgado de la varianza, posee una distribucién x?, con n—1 grados
de libertad:

32
Hy cierta — ngp =(n-1)- *QMXiq
70

Entonces construimos las regiones criticas que correspondan a las hipétesis

alternativas que se formulen en cada caso atendiendo a la ley de distribucién

X2

Contraste bilateral

Cuando el contraste a realizar es

Hy : 02 =0}
Hy : 0% # o}
definimos
5 32
Xexp — (n_l)ﬁ
99
2
teo = Xn—1,0/2

2
bteo = Xn—1,1-a/2
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y el criterio que suministra el contraste es

S Qe < xﬁzp < beo = no rechazamos Hy;

si ngp < Qteo O ngp > by, = rechazamos Hy y aceptamos H;.

Contrastes unilaterales

Para un contraste de significaciéon al nivel « del tipo

Hy : 0? = o} Hy : 02 > o}
o bien
Hy : 0? <o} Hy : 0? <o}

se tiene que el resultado del mismo es:

S Qe < ngp — no rechazamos Hy;

2
Ateo = Xn—l,a —

si ngp < ago = rechazamos Hy y aceptamos H;.
Para el contraste contrario tenemos la formulacién andloga
Hy : 0% = o} Hy : 0% <o
Hy : 0% > o} Hy : 0% > o}

calculamos el extremo inferior de la region critica en una tabla de la distri-
.’ 2
bucién x;_;
si X2;p < bieo =  no0 rechazamos Ho;

2
bteo = Xn—11-a —

Si breo < ngp —> rechazamos Hj y aceptamos H;.

9.3. Contrastes de una proporcion

Supongamos que poseemos una sucesion de observaciones independien-
tes, de modo que cada una de ellas se comporta como una distribucion de
Bernoulli de pardmetro p:
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X=Xy,...,Xi,...,Xn, donde X;~Ber (p)

La v.a. X, definida como el nimero de éxitos obtenidos en una muestra de
tamafio n es por definicién una v.a. de distribucién binomial:

n
X =Y Xi~B(n.p)
=1

La proporcién muestral (estimador del verdadero pardmetro p a partir de
la muestra) es

P =

s[>

Nos interesamos en el contraste de significacién de

Hy : p=po, donde pg es un valor prefijado

frente a otras hipétesis alternativas. Para ello nos basamos en un estadisti-
co (de contraste) que ya fue considerado anteriormente en la construccién
de intervalos de confianza para proporciones y que sigue una distribucion
aproximadamente normal para tamafnos muestrales suficientemente gran-
des:

o X ~
P:«N»N(p,pq>
n n

Si la hipdtesis H es cierta se tiene

X~ pP— ~
P:«~»N<p0,m)><:> 20— 7.y SN(0,1)
n n
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Contraste bilateral

Para el contraste
Hy : p=po

Hy : p#po

extraemos una muestra y observamos el valor X = z = p = ©. Entonces

se define
P —Dpo
7 -
P Podqo
n
Zteo = Zl—a/2

siendo el criterio de aceptacién o rechazo de la hipdtesis nula el que refleja

lafigura 9.6:
Si |Zewp| < Zieo =  aceptamos Ho;

Si |Zewp| > Zteo = rechazamos Hy y aceptamos H;.

Contrastes unilaterales

Consideremos un contraste del tipo

Hy : p=po Hy : p>po
o bien
Hy : p<po Hy : p<po
- P —Po
P Poqo Si Zewp < Zteo = rechazamos Hy y aceptamos Hy;

n —
Si Zegp > Zteo = 1o rechazamos Hy.
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No hay evidencia contra Hg

Figura 9.6: Contraste bilateral de una proporcion.

Para el test unilateral contrario, se tiene la expresion simétrica

Ho : p=po
o bien
Hy = p>po
Luego
- P —Po
b Pogo St Zeap < Zteo =

Lteo = Z1—a

Ejemplo

si Zea:p > Zteo

—

Hy : p<po
Hy @ p>po
no rechazamos Hy;

rechazamos Hy y aceptamos Hj.

Se cree que determinada enfermedad se presenta en mayor medida en
hombres que en mujeres. Para ello se elige una muestra aleatoria de 100 de
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No hay evidencia contra Hg

Figura 9.7: Contraste unilateral cuando se tiene Hy : p > po

estos enfermos y se observa que 70 son hombres. ;Qué podemos concluir?
Solucién: Sea p la proporcién de hombres que existen entre los enfermos.
Queremos encontrar evidencia a favor (H;) de que p > 1/2, pero nuestra
hip6tesis de partida (mientras no tengamos evidencia en contra) es que
p = 1/2 (Hp). Es decir, plantemos el siguiente contraste unilateral para
una proporcion:

Hy : p=1/2

Hy :p>1/2

La estimacién puntual de p es p = 70/100 = 0,7. El estadistico que
usamos para el contraste es:

PP N(0,1)

~ Vpa/n

Esté claro que se obtien mayor evidencia a favor de Hy cuando los valores
de p se acercan a 1, o lo que es lo mismo, cuando Z se hace “suficientemente
grande”. Dicho de otro modo, los valores criticos de Z (los que nos conducen
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a rechazar Hy y aceptar H; son los de la cola de la derecha de la distribucion
N (0,1).
Si elegimos o = 5 %, los valores criticos son los que estén situados a la

derecha del percentil 95 de esta distribucién, es decir, los valores superiores
a Zteo = Z1—a = 1, 96.

Veamos si el valor experimental del estadistico (el calculado a partir de
la muestra si suponemos cierta Hy) supera o no dicho valor:
ZA) - D 07 7— 07 )
Zexp = = =
Vvpg/n /0,5 % 0,5/100
Como se aprecia, Z.xp entra ampliamente dentro de la regién critica, por
tanto hemos de concluir con el rechazo de la hipdtesis nula y la aceptacion
de la hipétesis alternativa.

Resumamos el ejemplo con otras palabras: Si la hipdtesis nula fuese
cierta, deberiamos esperar que el valor del estadistico Z no fuese “demasia-
do grande”. Por tanto como hemos obtenido un valor “grande” del mismo,
debemos concluir que la hipétesis de partida (Hp) ha de ser rechazada. El
valor zie, se calcula exclusivamente a partir de «, y nos sirve para saber a
que nos referimos por un valor “demasiado grande” para Z.

9.4. Contrastes para la diferencia de medias apa-
readas

Las muestras apareadas aparecen como distintas observaciones realiza-
das sobre los mismos individuos. Un ejemplo de observaciones apareadas
consiste en considerar a un conjunto de n personas a las que se le aplica un
tratamiento médico y se mide por ejemplo el nivel de insulina en la sangre
antes (X) y después del mismo (Y')

Paciente x; Yi d;
1 150 120 30
2 180 130 50

n 140 90 50
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No es posible considerar a X e Y como variables independientes ya
que va a existir una dependencia clara entre las dos variables. Si queremos
contrastar el que los pacientes han experimentado o no una mejoria con
el tratamiento, llamemos d; a la diferencia entre las observaciones antes y
después del tratamiento

di = i — Yi

Supongamos que la v.a. que define la diferencia entre el antes y después del
tratamiento es una v.a. d que se distribuye normalmente, pero cuyas media
y varianza son desconocidas

d~N (Hda U?z)

Si queremos contrastar la hipdtesis de que el tratamiento ha producido
cierto efecto A
Hy @ pa= A,

en el caso en que Hy fuese cierta tendriamos que el estadistico de contraste
que nos conviene es

Tex :ﬂ'\”tn—l
P LS
vn d

donde d es la media muestral de las diferencias d; y Sy es la cuasivarianza
muestral de las mismas. El tipo de contraste seria entonces del mismo tipo
que el realizado para la media con varianza desconocida.

Contraste bilateral
Consideramos el contraste de tipo
Hy : pg=A

Hy @ pg#A
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Entonces se define

al
B>

Lgd

n

Texp =

3

y se rechaza la hip6tesis nula cuando Tezp < —t5,1,1-a/2 6 Teap > tn_1,1-a/2-

Contrastes unilaterales

Si el contraste es

Hy : pa=A Ho @ pg > A
o bien
Hy @ pg <A Hy :opg <A

entonces se rechaza Hy si Tepp < —tp—1,1—. Para el test contrario

Hy : pg=A Hy : pg <A
o bien
Hy : pg > A Hy ot opg>A

se rechaza Hy si Tezp > th—1,1-a-

Ejemplo

Se pretende demostrar que cierto tratamiento practicado durante un
mes, ayuda a reducir el colesterol. Para ello se reliza un estudio con una
muestra aleatoria simple de 10 personas. Los resultados se muestran a con-

tinuacién.
Antes ‘200 210 330 240 260 300 245 210 190 225
Después ‘ 150 200 275 250 200 250 200 180 190 205

., Que podemos concluir de estos datos.

Solucién: Obsérvese que las mediciones se realizan sobre las mismas
personas, por tanto no tenemos dos muestras aleatorias independientes,
sino una sola, en la cual lo que nos interesa es la diferencia producida
entre el colesterol antes del tratamiento y después del mismo. Para ello
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introducimos una nueva variable que expresa la diferencia existente entre
el colesterol antes del tratamiento y después del mismo:

d= Xant - Xdes

Antes 200 210 330 240 260 300 245 210 190 225
Después | 150 200 275 250 200 250 200 180 190 205
Diferencia ‘ 50 10 55 -10 60 50 45 30 0 20

Encontrar evidencia a favor de que el tratamiento surgen el efecto desea-
do (baja el colesterol) es lo mismo que encontrar evidencia estadisticamente
significativa en el contraste:

H[) : udzo
Hy : pg>0

Esto es de nuevo un contraste para una media, que se realiza sobre la
variable diferencia. El estadistico que usamos es:

Sides “muy grande” deberemos concluir que la hipétesis H; es correcta,
lo que equivale a decir que la region critica del contraste estd en la cola
de la derecha de la distribucién tg. Si elegimos un nivel de significacién
a = 0,05, los valores criticos del contraste son los que superan al percentil
95 de la distribucién mencionada, es decir, son los que superan la cantidad
Tieo = To.0,95 = 1,8331.

Para ver si T,,, supera el valor teérico hemos de calcular previamente a
partir de la muestra las estimaciones insesgadas de la media y la desviacién
tipica:

Q

31
Sy = 7,43
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Luego si suponemos que la hipdtesis nula es cierta y que la variable dife-
rencia sigue una distribucién normal de pardametros desconocidos, tenemos:

31-0

Toyp = ————— =13,19
P 7,43/4/10

El valor experimental se encuentra claramente en la regién critica del
contraste (Tezp > Tieo) por tanto concluimos que existe evidencia estadisti-
camente significativa en contra de la hipétesis nula y a favor de la hipotesis
alternativa (al menos con un nivel de significacién del 5 %).

9.5. Contrastes de dos distribuciones normales in-
dependientes

Consideramos a lo largo de toda esta seccién a dos poblaciones normales
que representamos mediante

X1~N (,ul, O'%)
Xo~N (ug, 0'%)

De las que de modo independiente se extraen muestras de tamano respectivo
n1 y ns. Los tests que vamos a realizar estdn relacionados con la diferencias
existentes entre ambas medias o los cocientes de sus varianzas.

9.5.1. Contraste de medias con varianzas conocidas

De manera similar al caso del contraste para una media, queremos en
esta ocasién contrastar la hipdtesis de que las dos poblaciones (cuyas va-
rianzas suponemos conocidas) sélo difieren en una cantidad A

Ho @ pp—p2=A
frente a hipdtesis alternativas que daran lugar a contrastes unilaterales o bi-

laterales como veremos més tarde. Para ello nos basamos en la distribucién
del siguiente estadistico de contraste:
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Hy cierta —

Contraste bilateral

Consideremos en primer lugar el contraste de dos colas
Hy : pp—po=A
Hy @y —pe # A

Se define entonces

X1 —Xo)—-A
Zexp = ( ! 2)
of 93
ny ' ng
Zteo = Rl-a/2

y el test consiste en
i [Zegp| < Ziteo == no rechazamos Ho;

Si |Zegp| > Zteo = rechazamos Hy y aceptamos H;.
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Contrastes unilaterales

Para el test

Hy : pp—p2=A Hy : pp—p2 > A
o bien
Hy :opp—pe <A Hy :opp—pe <A

el contraste consiste en
Si Zexp = Zteo = 1o rechazamos Ho;

Lieo = 2o = —Z1—a —
Si Zexp < Zteo = rechazamos Hy y aceptamos Hj.

y para el contraste de significaciéon contrario

Ho g —p2=A Ho : pp —p2 <A
o bien
Hy :opp—pe>A Hy :opp—p2 > A

se tiene
Si Zeap < Zteo = 10 rechazamos Hoy;

Lteo = Z1—a —
Si Zegp > Zteo = rechazamos Hy y aceptamos Hj.
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9.5.2. Contraste de medias homocedaticas

Ahora consideramos el problema de contrastar
Hy @ p1—p2=A

cuando sélo conocemos que las varianzas de ambas poblaciones son iguales,
pero desconocidas. El estadistico que usaremos para el contraste fue ya
introducido en la relacién (8.2), pues si suponemos que Hj es cierta se
tiene

(X1 = Xo) — (11 — p2)
Sy/E+

ni ' ng

~t

Teacp = ni+ng—2

donde S? es la cuasivarianza muestral ponderada de S7 y S2

g _ (m— )8 + (n2 — 1)53

ni+ng — 2
Obsérvese que se han perdido dos grados de libertad a causa de la estima-
ci6n de 0? = 03 mediante S? y S3.
Contraste bilateral
Para el contraste de significacion
Ho @ pp—p2=A
Hy :py—pe# A

se tiene como en casos anteriores que el contraste adecuado consiste en
definir

Texp =

Tteo = tn1+n272,17a/2
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y rechazar o admitir la hipdtesis nula siguiendo el criterio

i |Teap| < Tteo == mno rechazamos Hy;

si [Texp| > Tteo == rechazamos Hj y aceptamos H.

Contrastes unilaterales

Cuando el contraste es unilateral del modo

Ho @ p1—po=A Ho @ p1—p2 > A
o bien
Hyo:opp—pe <A Hyo:pp—pe <A

el contraste se realiza siguiendo el mismo proceso que en otros realizados
anteriormente, lo que nos lleva a

si Togp > Tieo == o rechazamos Hoy;
Tieo = _tn1+n2—2,1—a -
si Togp < Tieo == rechazamos Hy y aceptamos Hj.

y cuando el contraste de significacion es el contrario

Hy : p1—p2=A Hy : p1—p2 <A
o bien
Hy :opp—pe > A Hy :opp—pe > A

del mismo modo

si Tegp < Tieo == mno rechazamos Hoy;
Eeo = tn1+n2—2,1—o¢ -
si Tegp > Tieo == rechazamos Hy y aceptamos H.

9.5.3. Contraste de medias no homocedaticas

Consideramos el contraste
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Hy : pp—pe=A

en el caso mas problemético, es decir cuando sélo conocemos de las dos
poblaciones que su distribucién es normal, y que sus varianzas no son cono-
cidas y significativamente diferentes. En este caso el estadistico de contraste
tendra una ley de distribuciéon muy particular. Consistirda en una distribu-
cién t de Student, con un nimero de grados de libertad que en lugar de
depender de modo determinista de la muestra (a través de su tamafo),
depende de un modo aleatorio mediante las varianzas muestrales. Concre-
tamente, el estadistico que nos interesa es

X;—-Xy)—-A
T:( ! - Q)A ~ by
S 82
o1 4 22
niy no

donde f es el numero de grados de libertad que se calcula mediante la

formula de Welch
& &\
ni ng

1 (&) 1 [82)\?
_— + i
ni+1\n ng+1 \ ng
No desarrollamos en detalle los calculos a realizar, pues la técnica para

efectuar los contrastes son andlogos a los vistos anteriormente cuando las
varianzas son desconocidas e iguales.

Observacién

Si lo que pretendemos contrastar es si las medias poblacionales de dos
muestras independientes obtenidas de poblaciones normales son idénticas,
esto se reduce a los casos anteriores tomando A = 0, es decir, realizando el
contraste:
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Hy : py—p2=20

Hy :topyp —pe #0

9.5.4. Contrastes de la razén de varianzas

Consideramos dos muestras independientes de dos poblaciones que se
distribuyen normalmente (cuyas medias y varianzas son desconocidas). Va-
mos a abordar cuestiones relacionadas con saber si las varianzas de ambas
poblaciones son las mismas, o si la razén (cociente) entre ambas es una
cantidad conocida, R. La igualdad entre las dos varianzas puede escribirse
0? — 02 = 0 o bien, la existencia de una diferencia entre ambas (A), del
modo 0% — o3 = A. Este modo de escribir la diferencia entre varianzas (que
era el adecuado para las medias) no es sin embargo facil de utilizar para las
varianzas, de modo que nos serd mas facil sacarle partido a las expresiones

de las relaciones entre varianzas como

o
— =R.
P

Por ejemplo, si R =1 tenemos que ambas varianzas son iguales.

Consideramos entonces la hipétesis nula

la cual vamos a contrastar teniendo en cuenta que:

np —1)8? 5
W=D e L (DS
1 2 2 32
— (n1 1) or _ _ 0’% i’\’)Fn1—1,n2—1
1 (n2X1)8F 01 &)

(ng —1) 322 2

O’% '\”Xng—l (ng Ay 1) 0’%
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Por tanto el estadistico del contraste que nos conviene tiene una distribucién
conocida cuando Hj es cierta —véase la definicién de la distribucion de
Snedecor:

18
Rgg

MFnl—l,ng—l

Contraste bilateral

El contraste bilateral para el cociente de varianzas se escribe como:
H() : 5 = R

2
g

Hy : =% #R
03

Habida cuenta que la distribucién F de Snedecor no es simétrica sino que
sélo toma valores positivos, se rechazara la hipdétesis nula cuando el el valor
que tome el estadistico del contraste al aplicarlo sobre una muestra sea
muy cercano a cero, o bien, muy grande. Es decir, se define el estadistico
experimental y los limites de la regién critica como:

32
oo 181
extp — ~
R &2
Qteo = Fnl—l,ng—l,a/2
bteo = Fnl—l,ng—l,l—a/Q

y el criterio de aceptacion o rechazo es:

Si Ateo < Fezp < bieo = no rechazamos Hy;

si Fegp < Gteo O Fegp > bteo =  rechazamos Hy.
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9.5.5. Caso particular: Contraste de homocedasticidad

En la préactica un contraste de gran interés es el de la homocedasticidad
o igualdad de varianzas. Decimos que dos poblaciones son homoceddticas
si tienen la misma varianza. El test de homocedasticidad seria entonces el
mismo que el de un cociente de varianzas, donde R = 1, es decir:

2
91
Hy: =1
Hy : 0? =03 o3
<~

H, : 02 # 03 o7
1 2 .91

93

Observacién

Una de las razones de la importancia de este contraste es la siguiente:
Si queremos estudiar la diferencia entre las medias de dos poblaciones nor-
males, el caso maés realista es considerar un contraste donde las varianzas
de las poblaciones son desconocidas. Ante esta situacién podemos encon-
trarnos dos situaciones:

1. Las dos varianzas son iguales. Este es el caso mas favorable pues
utilizamos la distribucién de Student para el contraste con un ntimero
de grados de libertad que sélo depende del tamano de la muestra.

2. Las varianzas son distintas. En este caso el ntimero de grados de
libertad es una v.a. (férmula de Welch) y por tanto al realizar el
contraste se pierde cierta precision.

En esta situacion lo recomendable es

= En primer lugar realizar un test de homocedasticidad.

» Si la igualdad de varianzas no puede ser rechazada de modo signi-
ficativo, aplicamos un test de diferencia de medias suponiendo que
las varianzas son desconocidas pero iguales. En otro caso se utiliza la
aproximacién de Welch.
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Observacién

Al realizar el contraste bilateral sobre la igualdad de varianzas podemos
también economizar parte de trabajo definiendo F¢;, como el cociente entre
la mayor varianza muestral y la menor

& ..
e si S > 83
S3

Fexp: R :>Fexp21
$ s
A22 si 87> S?
S

ya que asi no es necesario calcular el extremo inferior para la regién donde
no se rechaza Hy, pues Fg,), nunca estard proxima a 0. Con esta definicién
de Feyp el criterio a seguir frente al contraste de significaciéon para un valor
a dado es:

: 32 52
Fn1—1,n2—1,1—a S1 81 > 82

Fteo -
L 82 a2
anfl,nlfl,lfa S1 SQ > 81
si Fezp < bteo = mo rechazamos Hy;
-
si Fogp > bteo = rechazamos Hy.
Ejemplo

Se desea comparar la actividad motora espontanea de un grupo de 25
ratas control y otro de 36 ratas desnutridas. Se midié el niimero de veces
que pasaban delante de una célula fotoeléctrica durante 24 horas. Los datos
obtenidos fueron los siguientes:

Ratas de control | n; =25 7 =869,8 S =106,7
Ratas desnutridas ‘ ng =36 Ty =465 Sy =153,7

..Se observan diferencias significativas entre el grupo control y el grupo
desnutrido?
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Solucion:

En primer lugar, por tratarse de un problema de inferencia estadistica,
nos seran mas utiles las cuasivarianzas que las varianzas. Por ello calcula-

maos:
N ni 25
§2 = 82 = 22106, 72 = 11,859, 26
! ng—1"1 2477 e
2= "2 g2 3050 00 9y 908 653
ng — 1 35 ’

El contraste que debemos realizar estd basado en el de la t de Student
para la diferencia de medias de dos poblaciones. Para ello conocemos dos
estadisticos posibles, segin que las varianzas poblacionales de ambos gru-
pos de ratas puedan ser supuestas iguales (homocedasticidad) o distintas
(heterocedasticidad). Para ello realizamos previamente el contraste:

.2 2 Hy : 5 =1

<
Hy : 0? # 03 Hl'J—%#l
. 2

03

Suponiendo Hj cierta, tenemos que el estadistico del contraste conveniente

es o
S Cwr o a
A12 si S2 > 83
S
Fexp = — Fexp >1
S; o 4
A22 si S > S7
S

ya que asi no es necesario calcular el extremo inferior para la region donde
no se rechaza Hy. En este caso:

32
Fexp = A22 = 2/0489 Man—l,’ﬁq-l
Sl

!
Fieo = F3524095 ~ 297
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Como Fegp < Fieo, no podemos concluir (al menos al nivel de significacién
a = 0'05) que Hy deba ser rechazada (figura 9.8).

1.2

7l No se puede
E rechazar la
35,24 .
igualdad de las
18y varianzas
16f
14t
Walores EEp 5%
Jzr itnposibles
pues Fzl
0
0 05 1 15 Tz 25 i

tra

Figura 9.8: No hay evidencia significativa para rechazar la homocedastici-
dad. El estadistico del contraste ha sido elegido modo que el numerador de
F,yp sea mayor que el denominador, es decir, F,gzp, > 1.

Por lo tanto no rechazamos la hipotesis de homocedasticidad de ambas
poblaciones, y pasamos a contrastar la igualdad de las medias

Hy : py—p2=20
Hy i pp—p2#0

utilizando el estadistico més sencillo (el que no necesita aproximar los gra-
dos de libertad mediante la férmula de Welch). Para ello calculamos en
primer lugar la cuasivarianza muestral ponderada:

v (n1—1)82+ (ng —1)82

S§? = = 19,2386
ny+ng — 2

y posteriormente
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T — T2

Towp = — e - = = 112101~ 4y —2 = t59
S /E+L
Tieo = tnigno—21-a/2 = t59,00975 ~ 2

Como |Tieo| < Teyp concluimos que se ha de rechazar la hipétesis de igual-
dad de las medias, y por tanto aceptamos que las medias son diferentes.

0.4 T T T T
tso
o3k .
Hay una evidencia muy
02h- gignificativa en contra de .
95% la igualdad de las medias T
01 l 1
D 1 1 1 1 1
K n g 1n 15 n 75

Figura 9.9: Hay una gran evidencia en contra de la hipotesis de que ambas
medias poblacionales coincidan, y a favor de que la de la primera poblacién
es mayor que la de la segunda.

Ejemplo

Supongamos que cierta variable numérica se comporta de modo gaus-
siano sobre dos poblaciones, de las que se han extraido respectivamente una
muestra aleatoria simple. Los resultados se muestran a continuacion:

Muestral 10 30 32 23 23 24 20 18 19 45
Muestra2 32 39 35 30 37 28 34 33 25 30 37 33

., Cree que las distribuciones normales que describen a ambas poblaciones,
poseen los mismos parametros?

Solucién: La distribucién normal estd descrita por dos parametros: La
media y la varianza. Vamos a realizar entonces el contraste adecuado para
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cada uno de estos pardmetros. Como el contraste de igualdad de medias
depende de que las varianzas sean iguales o distintas, vamos a comenzar
por el contraste de homocedasticidad (igualdad de varianzas).

Previamente, resumimos la informacién existente en las muestras con
los estimadores insesgados de los parametros:

Primera muestra Segunda muestra
X1~N (:ula U%) Xo~N (/LQ, U%)
ny = 10 ng = 12
T] = 22,182 To = 32,75
S1=9,513 So = 4,048

El contraste de homocedasticidad es el siguiente:

Hy : 0? = 03

Hy : 0} # o3

El estadistico del contraste lo elegimos de tal modo que la varianza
mayor esté en el numerador, pues de este modo tenemos que la region critica
no es nada més que la cola de la derecha de la distribucién de Snedecor:

S2 S2 9 5132
Flpp = —ayor 71 _ & =5,5222
P $2 S2 4,048 ’

menor

Si elegimos un nivel de significaciéon o = 5%, el valor critico para dicho
estadistico (aquel a pertir del cual rechazamos la homocedasticidad) es

Fieo = F10:12,0,95 = 2,8962

Por tanto se rechaza la hipotesis de igualdad de varianzas.

El contraste de igualdad de medias es:
Hoy @ pn=peo

Hy ooy # pe
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Desconocemos el valor de las varianzas poblacionales, pero al menos sabe-
mos que hemos rechazado la igualdad de las mismas, por tanto el estadistico
del contraste es:

T — (71 — TQ) _ 24,4 — 32,75 — 95874
\/312 82 V9,5132/10 + 4, 0482 /12
m

La regiéon critica en este caso estd dividida en dos zonas (contraste
bilateral). Por tanto hemos de observar si el estadistico del contraste es un
valor inferior al percentil 2,5 o superior al 97,5 de la distribucién tedrica
(la que seguirfa el estadistico del contraste si la hipdtesis nula fuese cierta).
Como T,xp es un valor negativo, basta con que nos preocumos nada mas
que de la cola de la izquierda:

Tieo = Th,0,025 = —Tt0,975 = —T12,20.0,975 = —2,173

donde f es el nimero de grados de libertad que se calcula mediante la

formula de Welch
A Ao 2
-4)
ni n9

~ P} ~
1 S? 1 2
- _.I_ =
ny+1\m n2 +1 \ ng
Como Tty es un valor de la regién critica del contraste de igualdad de me-
dias de poblaciones normales con varianzas diferentes, hemos de rechazar

(al menos para una significacién del 5 %) que las medias de ambas pobla-
ciones coincidan.

f=

S —2=12,29

Ejemplo

Supongamos que cierta variable numérica se comporta de modo gaus-
siano sobre dos poblaciones.

Mustral 10 30 32 23 23 24 20 18 19 35

Muestra 2 12 28 30 30 20 25 31 15 12 22 24 40
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i.Se puede decir que las media de laprimera poblacién es menor que la de
la segunda? Usar un nivel de significacién del 10% Solucién: Hemos
de realizar un contraste de medias, pero para decidir el estadistico del
contraste a elegir, debemos contrastar la similitud entre las dispersiones de
ambas poblaciones.

Para empezar resumimos la informacion existente en las muestras:

Primera muestra Segunda muestra
X1~N (p1,0%) Xy N (2, 03)
ny = 10 ng = 12
T =22,4 To = 23,08
S =9,721 S2 = 10,466

El contraste de homocedasticidad se escribe:

El estadistico del contraste lo elegimos de tal modo que la varianza
mayor esté en el numerador, pues de este modo tenemos que la region critica
no es nada més que la cola de la derecha de la distribucién de Snedecor:

S2 S2 10,4662
Fopp= W = 22 =~ 7 —1,1593
Sgnenor 812 9’ 7212

Si elegimos un nivel de significaciéon o = 10 %, el valor critico para dicho
estadistico (aquel a pertir del cual rechazamos la homocedasticidad) es

Fieo = F12:10,0,00 = 2,3961

Por tanto no encontramos diferencia que sea estadisticamente significativa
entre ambas varianzas, es decir, no rechazomos la hipétesis de homocedas-
ticidad.
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El contraste de medias es:

Hoy @ pn=pe

Hy oo < pe

Desconocemos el valor de las varianzas poblacionales, pero las diferencias
entre ellas (sean cuales sean) no son estadisticamente significativas. Por
tanto vamos a elegir como estadistico del contraste al que se usa cuando
podemos asumir que las varianzas son iguales:

o (T1 — T2)
S /L 1L

ni ng

= —0,1574

Esta claro que rechazaremos la hipétesis nula y aceptaremos la alter-
nativa, cuando los datos muestrales de la primera muestra sean significa-
tivamente menores que los de la segunda, en cuyo caso el estadistico del
contraste tomaria valores muy pequenos. Dicho de otro modo, la regién
critica es la regién comprendida a la izquierda del percentil 10 de la distri-
bucién t,,4n,—2.

Tteo = T10+12-2;0,00 = —120,0,00 = —1,3253
Como T¢;p no es un valor de la regién critica del contraste, concluimos que

no hay evidencia estadisticamente significativa en contra de la hipotesis
nula y a favor de la alternativa.

9.6. Contrastes sobre la diferencia de proporcio-
nes

Supongamos que tenemos dos muestras independientes tomadas sobre
dos poblaciones, en la que estudiamos una variable de tipo dicotémico (Ber-
noulli):

X1 = X, X, Xy
Xo = Xo1,X99,...,Xop,
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Si X1 y Xo contabilizan en cada caso el niimero de éxitos en cada muestra
se tiene que cada una de ellas se distribuye como una variable aleatoria
binomial:

ni
X1 = > Xu~B(n,p)
i=1

n2
Xy = > Xpi~B(ng,p)
i=1

de modo que los estimadores de las proporciones en cada poblacién tienen
distribuciones que de un modo aproximado son normales (cuando nj y na
son bastante grandes)

ny

Xy &

Py = 223N (1, 222)
n2

El contraste que nos interesa realizar es el de si la diferencia entre las
proporciones en cada poblacién es una cantidad conocida A

Hy : pr —p2=A

Si Hy fuese cierta se tendria que

- 5O p1q1 | P292
P BB N | pr—py, B B

A
Desafortunadamente ni p; ni py son conocidos de antemano y utilizamos sus

estimadores, lo que da lugar a un error que es pequeno cuando los tamanos
muestrales son importantes:

(P —p2) —A
Py | P2d2
ni no

= Zexp > N(0,1)
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Contraste bilateral

El contraste bilateral sobre la diferencia de proporciones es
Hy:pr—p2=A
Hi:pp—p#A

Entonces se define

(P —p2) —A
pLay  P2d2
ni no

Zea:p =

y se rechaza la hipdtesis nula si Zeyp < —21_q/2 0 81 Zeap > 21_q/2

Contrastes unilaterales
En el contraste
Hy : p1 —p2=A Hy : p1—p2 > A
o bien
Hy :pp—p2<A Hy :pr—p2<A

se rechazard Hy si Zeyp < —21—o. Para el test contrario

Hy :p1—p2=A Hy :p1—p2 <A
o bien
Hy :pr—p2>A Hy :pr—p2>A

se rechaza Hg si Zezp > 21-a-

9.7. Problemas

En todos los problemas que siguen a continuacién, se supone que las
muestras han sido elegidas de modo independiente, y que las cantidades
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cuantitativas que se miden, se distribuyen de modo gaussiano. En temas
posteriores se vera como contrastar si estas premisas pueden ser aceptadas
o no al examinar las muestras.

Ejercicio 9.1. El calcio se presenta normalmente en la sangre de los
mamiferos en concentraciones de alrededor de 6 mg por cada 100 ml del
total de sangre. La desviacién tipica normal de ésta variable es 1 mg de cal-
cio por cada 100 ml del volumen total de sangre. Una variabilidad mayor a
ésta puede ocasionar graves trastornos en la coagulacién de la sangre. Una
serie de nueve pruebas sobre un paciente revelaron una media muestral de
6,2 mg de calcio por 100 ml del volumen total de sangre, y una desviacién
tipica muestral de 2 mg de calcio por cada 100 ml de sangre. ;Hay alguna
evidencia, para un nivel a = 0,05, de que el nivel medio de calcio para este
paciente sea mas alto del normal?

Ejercicio 9.2. El nimero de accidentes mortales en una ciudad es, en
promedio, de 12 mensuales. Tras una campana de senalizacién y adecenta-
miento de las vias urbanas se contabilizaron en 6 meses sucesivos

8 11,9,7,10,9

accidentes mortales. ;Fue efectiva la campana?

Ejercicio 9.3. El promedio de las puntuaciones de un nimero elevado de
alumnos de Bioestadistica es de 6,50. Un determinado ano se examinaron 50
alumnos con resultados promedio de 7,25 y desviacién tipica de 1. ; Variaron
las calificaciones?

Ejercicio 9.4. El peso medio de mujeres de 30 a 40 anos es de 53 kg.
Un estudio realizado en 16 mujeres de tales edades que siguen una dieta
vegetariana da T = 50 y S = 5. ;Modifica la dieta el peso medio?

Ejercicio 9.5. Una poblacién infantil se dice que es susceptible de recibir
una campana de educacion e higiene si su porcentaje de ninos con dientes
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cariados es superior al 15 %. Una poblacién con 12.637 nifos, jdebe hacerse
la campana si de 387 de ellos 70 tenfan algtin diente cariado?

Ejercicio 9.6. Un 8% de los individuos que acuden a un servicio sanita-
rio son hiperutilizadores del mismo (mds de 11 visitas al ano) y, de entre
ellos, un 70 % son mujeres. De entre los no hiperutilizadores, son mujeres
el 51 %. ;Puede afirmarse que han variado los habitos de estas si, tras una
campana de informacion y control de visitas, de 90 mujeres elegidas al azar
6 resultaron hiperutilizadoras?

Ejercicio 9.7. Se conoce que un 20 % de los individuos tratados crénica-
mente con digoxina sufren una reaccién adversa por causa de ella. A 10
pacientes se les administré durante largo tiempo digoxina mas otros medi-
camentos, y de ellos 5 desarrollaron la reaccion adversa. ;Puede afirmarse
que la asociacién entre la digoxina y los otros medicamentos hace variar el
nimero de reacciones adversas?

Ejercicio 9.8. Para comprobar si un tratamiento con acidos grasos es eficaz
en pacientes con eczema atipico, se tomaron 10 pacientes con eczema de
mas de 9 meses y se les sometié durante 3 semanas a un tratamiento ficticio
(placebo) y durante las tres siguientes a un tratamiento con dcidos grasos.
Tras cada periodo, un médico ajeno al proyecto evalué la importancia del
eczema en una escala de 0 (no eczema) a 10 (tamafio maximo de eczema).
Los datos fueron los siguientes:

Placebo ‘ 6 8 4 8 5 6 5 6 4 5
Tratamiento ‘ 5 6 4 5 3 6 6 2 2 6
. Es eficaz el tratamiento?

Ejercicio 9.9. En un programa de Control de Enfermedades Crénicas, la
hipertension esta incluida como la primera patologia a controlar. 15 pa-
cientes hipertensos son sometidos al programa y controlados en su tensién
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asistolica antes y después de 6 meses de tratamiento. Los datos son los
siguientes:

Ink;‘ 180 200 160 170 180 190 190 180 190 160 170 190 200 210 220

Fin. ‘140 170 160 140 130 150 140 150 190 170 120 160 170 160 150

. Es efectivo el tratamiento?

10.- Muchos autores afirman que los pacientes con depresién tienen una
funcién cortical por debajo de lo normal debido a un riego sanguineo ce-
rebral por debajo de lo normal. A dos muestras de individuos, unos con
depresion y otros normales, se les midié un indice que indica el flujo san-
guineo en la materia gris (dado en mg/(100g/min))obteniéndose:

Depresivos ‘ =19 T =47 & =178
Normales ‘ ng =22 Ty =538 Sy =061

. Hay evidencia significativa a favor de la afirmacion de los autores?

Ejercicio 9.10. Por fistulizacion se obtuvo el pH de 6 muestras de bilis
hepatica con los siguientes resultados:
7,83; 8,52; 7,32; 7,79; 7,57; 6,58

Se desea saber al nivel de significacién del 0,05 si la bilis hepatica puede
considerarse neutra. Si se conociera ¢ = 0,5, jqué decision tomariamos?

Ejercicio 9.11. La prueba de la d—xilosa permite la diferenciacién entre
una esteatorrea originada por una mala absorcién intestinal y la debida
a una insuficiencia pancreatica, de modo que cifras inferiores a 4 grs. de
d—xilosa, indican una mala absorcién intestinal. Se realiza dicha prueba a
10 individuos, obteniéndose una media de 3,5 grs. y una desviacién tipica
de 0’5 grs. jSepuede decir que esos pacientes padecen una mala absorcién
intestinal?
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Ejercicio 9.12. La eliminacién por orina de aldosterona esta valorada en
individuos normales en 12 mgs/24 h. por término medio. En 50 individuos
con insuficiencia cardiaca se observo una eliminacién media de aldosterona
de 13 mgs/24 h., con una desviacién tipica de 2,5 mgs/24 h.

1. ;Son compatibles estos resultados con los de los individuos normales?

2. ;La insuficiencia cardiaca aumenta la eliminacién por orina de aldos-
terona?

Ejercicio 9.13. La tabla siguiente muestra los efectos de un placebo y de
la hidroclorotiacida sobre la presién sanguinea sistélica de 11 pacientes.

Placebo‘le 210 210 203 196 190 191 177 173 170 163

chloro‘181 172 196 191 167 161 178 160 149 119 156

Segun estos datos experimentales, ;podemos afirmar que existe diferencia
en la presion sistélica media durante la utilizacién de estos dos farmacos?

Ejercicio 9.14. Se sabe que el 70% de los pacientes internados en un
hospital traumatolégico requieren algtin tipo de intervencién quirirgica.
Para determinar si un nuevo método de fisioterapia reduce el porcentaje
de intervenciones, se aplica éste a 30 pacientes de los cuales 17 requieren
alguna intervencién quirdrgica. Comprobar que no hay razones suficientes
para afirmar la eficacia del método con un nivel de confianza del 95 %.

Ejercicio 9.15. De un estudio sobre la incidencia de la hipertension en la
provincia de Maélaga, se sabe que en la zona rural el porcentaje de hiper-
tensos es del 27,7 %. Tras una encuesta a 400 personas de una zona urbana,
se obtuvo un 24 % de hipertensos.

1. ;Se puede decir que el porcentaje de hipertensos en la zona urbana
es distinto que en la zona rural?
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2. ;Es menor el porcentaje de hipertensos en la zona urbana que en la
zona rural?

Ejercicio 9.16. Con cierto método de ensenianza para nifios subnorma-
les se obtiene una desviacion tipica de 8, en las puntuaciones de los tests
finales. Se pone a prueba un nuevo método y se ensaya en 51 ninos. Las
calificaciones obtenidas en los tests finales dan una desviacién tipica de 10.
. Puede asegurarse que el nuevo método produce distinta variacién en las
puntuaciones?

Ejercicio 9.17. Se desea comparar la actividad motora espontdnea de un
grupo de 25 ratas control y otro de 36 ratas desnutridas. Se midié el niimero
de veces que pasaban delante de una célula fotoeléctrica durante 24 horas.
Los datos obtenidos fueron los siguientes:

Ratas de control ‘ ny =25 T =869,8 & =106,7
Ratas desnutridas ‘ ng =36 To =465 Sy =153,7

iSe observan diferencias significativas entre el grupo control y el grupo
desnutrido?

Ejercicio 9.18. Se pretende comprobar la hipdtesis expuesta en algunos
trabajos de investigacion acerca de que la presencia del antigeno AG—4
estd relacionada con un desenlace Con éste fin, se hizo una revisién sobre
las historias clinicas de 21 mujeres muertas por carcinoma de cuello uterino,
observando que 6 de ellas presentaban el citado antigeno. Por otro lado y
con fines de comparacién se tomé otra muestra de 42 personas, con edades
similares a las del grupo anterior y que reaccionaron bien al tratamiento
del carcinoma de cuello uterino, en 28 de las cuales se observé la presencia
del citado antigeno. ;Estd relacionada la presencia del antigeno con una
efectividad del tratamiento?

Ejercicio 9.19. Se quiso probar si la cirrosis de higado hacia variar el
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indice de actividad de la colinesterasa en suero. Se eligieron dos muestras
aleatorias e independientes de individuos. Los resultados fueron:

Individuos normales ‘ n=20 =18 & =0,4

Individuos cirréticos ‘ ng =25 To=0,66 S, =0,2

La cirrosis de higado, jhace variar el indice de la colinesterasa en suero?

Ejercicio 9.20. Un investigador ha realizado el siguiente experimento:
Tomé una primera muestra de 25 pacientes que padecian cierto sintoma
y otra segunda muestra de 30 pacientes con el mismo sintoma. A los de la
primera muestra les aplicé un tratamiento especifico y a los de la segunda
les dio un placebo. Anoté el tiempo en horas en que cada uno dijo que el
sintoma habia desaparecido y obtuvo los siguientes resultados:

Muestra 1¢ | ng =25 S, @i =85 Y ;a4 =343
Muestra 2¢ ‘ ng =30 Y, xi2n=216 >,x5=1,650

Puede concluir el investigador que el tratamiento es realmente efectivo?

Ejercicio 9.21. Para comprobar si la tolerancia a la glucosa en sujetos
sanos tiende a decrecer con la edad se realizé un test oral de glucosa a dos
muestras de pacientes sanos, unos jévenes y otros adultos. El test consis-
tié en medir el nivel de glucosa en sangre en el momento de la ingestion
(nivel basal) de 100 grs. de glucosa y a los 60 minutos de la toma. Los
resultados fueron los siguientes:

1 _ Basal 81 89 80 75 74 97 76 89 83 77
OVeneS: =) minutos | 136 150 149 141 138 154 141 155 145 147
Adultos. BAS 98 94 93 8 79 90 86 89 81 90

0% TG0 minutos | 196 190 191 189 159 185 182 190 170 197
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1. ;Se detecta una variacién significativa del nivel de glucosa en sangre
en cada grupo?

2. (Es mayor la concentracion de glucosa en sangre a los 60 minutos, en
adultos que en jovenes?

3. El contenido basal de glucosa en sangre, jes menor en jévenes que en
adultos?

4. ;Se detecta a los 60 minutos una variacion del nivel de glucosa en
sangre diferente de los adultos, en los jovenes?
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Capitulo 10

Contrastes basados en el
estadistico Ji—Cuadrado

10.1. Introduccion

Existen multitud de situaciones en el ambito de la salud en el que las
variables de interés, las cuales no pueden cuantificarse mediante cantida-
des numéricas, entre las que el investigador esté interesado en determinar
posibles relaciones. Ejemplos de este tipo de variables pueden ser las com-
plicaciones tras una intervenciéon quirurgica, el sexo, el nivel socio-cultural,
etc. En este caso tendriamos, a lo sumo, las observaciones agrupadas en
forma de frecuencia, dependiendo de las modalidades que presente cada
paciente en cada una de las variables, por los que los métodos estudiados
en los capitulos anteriores no serian aplicables.

El objetivo de este tema es el estudio de este tipo de cuestiones en re-
lacién con las variables cualitativas (y también v.a. discretas o continuas
agrupadas en intervalo). Estos son los contrastes asociados con el estadisti-
co x2. En general este tipo de tests consisten en tomar una muestra y
observar si hay diferencia significativa entre las frecuencias observadas y
las especificadas por la ley tedrica del modelo que se contrasta, también
denominadas “frecuencias esperadas”.

Sin embargo, aunque éste sea el aspecto mas conocido, el uso del test

255
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x? no se limita al estudio de variables cualitativas. Podriamos decir que
existen tres aplicaciones basicas en el uso de este test, y cuyo desarrollo
veremos en el transcurso de este capitulo:

Tres son los temas que abordaremos de esta manera:

Test de ajuste de distribuciones: Es un contraste de significacién para saber si los datos de una muestra
son conformes a una ley de distribucién tedrica que sospechamos que
es la correcta.

ad de varias muestras cualitativas: Sirve para contrastar la igualdad de procedencia de un conjunto de
muestras de tipo cualitativo.

Test para tablas de contingencia: Es un contraste para determinar la dependencia o independencia de
caracteres cualitativos.

10.2. El estadistico x? y su distribucién

Sea X una v.a. cuyo rango son los valores i = 1,2,...,k, de modo que
p; es la probabilidad de cada valor;

1 - PX=1=p
2 - PX=2=p

A i — PX =i=p

k= PIX = = p

Supongamos que el resultado de un experimento aleatorio es una clase
c1, €2, ..., ¢k (¢, 1 =1,...,k), que puede representar valores cualitativos,
discretos o bien intervalos para variables continuas. Sea p; la probabilidad
de que el resultado del experimento sea la clase ¢;. Vamos a considerar con-
trastes cuyo objetivo es comprobar si ciertos valores p?, propuestos para las
cantidades p; son correctas o no, en funcién de los resultados experimentales
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p1=P§
HO . p2:p2 y

<

Hy : Los p? son correctos Dr = p,%
—
Hy : Alguno de los p? es falso p1# DY o bien

o - p2 # 1Y o bien

pr # D).

(10.1)

Mediante muestreo aleatorio simple, se toma una muestra de tamano n
y se obtienen a partir de ella unas frecuencias observadas de cada clase que
representamos mediante Oy, O1, ..., O

Clase Frec. Abs.

Ci O;
C1 01
&) (@}
C Oy
%
Z Oz =N
i=1

Supongamos que la hipétesis nula es cierta. Al ser p; = p? la proporcién
de elementos de la clase ¢; en la poblacién, el nimero de individuos de
que presentan esta modalidad al tomar una muestra de tamano n, es una
v.a. de distribucién binomial, B (n, p?). Por tanto la frecuencia esperada de
individuos de esa clase es

&;zn-pg Vi=1,2,...,k
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Obsérvese que a diferencia de las cantidades O;, que son las frecuencias que
realmente se obtienen en una muestra, las frecuencias esperadas no tienen
por que ser numeros enteros. De cualquier modo, bajo la suposicion de que
Hy es cierta cabe esperar que las diferencias entre las cantidades & y O;
sea pequena.

Pearson propuso el estadistico

k 2
O; - ¢&;
XZZ.Z( - )

=1
el cual, siguiendo la linea de razonamiento anterior debe tomar valores
pequenos si Hy es cierta. Si al tomar una muestra, su valor es grande
eso pone en evidencia que la hipotesis inicial es probablemente falsa. Para
decidir cuando los valores de x? son grandes es necesario conocer su ley de
probabilidad. Se tiene entonces el siguiente resultado

Teorema

[Ley asintética para x?] Si la hipétesis Hp es cierta, entonces x? se
distribuye aproximadamente como:

k
2 ( i ~ 2
= & 7 Xkp-h
- (]

donde el nimero de grados de libertad depende de

= El niimero k, de clases usadas;

= El ntmero p de pardmetros estimados a partir de la muestra para
calcular los &;. Por ejemplo si todas las cantidades p{ son especificadas
entonces p = 0.

= El ntimero de relaciones o condiciones impuestas a los &;. Por ejemplo,
si la tinica condicién sobre los &; es que Zle & = n entonces h = 1.
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1

La aproximacién mejora cuando n es grande y los p; son cercanos a 3.

Como sélo son los valores grandes de x? los que nos llevan a rechazar
Hy, la regién critica es

C= (X%—p—h,l—aa OO)

X2 paran=10

No se rechaza Hy : Se rechaza Hy

Figura 10.1: Regién critica (sombreada) para un contraste con el estadistico

2
X°.
es decir,
k 2
9 (O = &) 2 2 :
Xowp = Z — Si Xzzp < Xieo DO rechazamos Ho;
sean i=1 ! —

N ) Si ngp > X2, se rechaza Hy y se acepta Hj.
Xteo = Xk—p—h,1—a

Observacion

A pesar de que el contraste parece ser bilateral al ver la expresién de
la relacién (10.1), la forma de C, nos indica que el contraste es unilateral:
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Solo podemos saber si existe desajuste entre los esperado y lo observado,
pero no podemos contrastar hipétesis alternativas del tipo “p; mayor que
cierto valor”.

Observacién

Obsérvese que en realidad x? no es una variable aleatoria continua: Los
posibles resultados de la muestra se resumen en las cantidades O1, O, ...,
Oy, que unicamente toman valores discretos. Luego las cantidades

ngp((’)l, 02, ceey Ok)

sélo puede tomar un numero finito de valores distintos (aunque sean can-
tidades con decimales). Por tanto su distribucién no es continua. Luego al
realizar la aproximacién mencionada hay que precisar en qué condiciones
el error cometido es pequeno. De modo aproximado podemos enunciar
el siguiente criterio que recuerda al de la aproximacion binomial por la
distribucién normal:

1. n > 30;

2. & =n-p;>bparatodoi=1,... k.

Sin embargo esta regla resulta demasiado estricta a la hora de aplicarla
en la practica. Se utiliza entonces una regla mas flexible y que no sacrifica
demasiada precisién con respecto a la anterior:

1. Para ninguna clase ocurre que & =n-p; < 1

2. & =mn-p; > 5 para casi todos los i = 1,...,k, salvo a lo sumo un
20 % de ellos.

Si a pesar de todo, estas condiciones no son verificadas, es necesario agrupar
las clases que tengan menos elementos con sus adyacentes.
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Observacién

El lector puede considerar los contrastes con el estadistico x? como
una generalizacién del contraste de proporciones. Para ello le invitamos a
estudiar el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Se desea saber si cierta enfermedad afecta del mismo modo a los hombres
que a las mujeres. Para ello se considera una muestra de n = 618 individuos
que padecen la enfermedad, y se observa que 341 son hombres y el resto
son mujeres. ;Qué conclusiones se obtiene de ello?

Solucion:

El contraste a realizar se puede plantear de dos formas que después
veremos que son equivalentes:

Contraste de una proporcion: Si p es el porcentaje de hombres en la
poblacion de enfermos, podemos considerar el contraste:

Hy : p=1/2
Hy : p#1/2

De la muestra obtenemos la siguiente estimacién puntual del porcen-
taje de enfermos de sexo masculino:

p=341/618 = 0,55178

Para ver si esto es un valor “coherente” con la hipotesis nula, calcu-
lemos la significatividad del contraste:

p—0p

VP *q/n

Ze:pp = ~N (0, 1)

Por otro lado,
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0,55178 — 0,5
/0,5 x 0,5/60

Como el contraste es de tipo bilateral, la significatividad del contraste
es (buscando en la tabla de la distribucién normal):

Zeap = — 2,574

PllZ| > 2,574 =2 P[Z > 2,574] = 20,005 = 1% < 5%

Lo que nos indica que se ha de rechazar la hipdtesis nula y aceptar
la hipdtesis alternativa, es decir, afirmamos que existe una evidencia
significativa a favor de la hipdtesis de que la enfermedad no afecta
por igual a hombres y mujeres.

Contraste con el estadistico x?: En este caso planteamos el contraste:

Ha - Phombres = 1/2 y
0 :
Pmujeres = 1/2

Phombres 7& 1/2 o bien

H;
! Pmujeres # 1/2

Para resolverlo escribimos en una tabla los frecuencias muestrales
observadas de hombres y mujeres, junto a los valores esperados en el
caso de que la hipétesis nula fuese cierta:

frecuencias frecuencias
observadas esperadas diferencia
O; & O;—& (0, —&)?/&
Hombres 341 618 x 1/2 = 309 9 322/309
Mujeres 277 618 x 1/2 =309 -9 (—32)2/309
618 618 0 6,63

Consideremos entonces el estadistico

2
2 (Oi=&)" ~ o 2 2
X = Z : g, — Xk—p—h = X2-0-1 = X1
i=1
donde:
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= k = 2 es el numero de modalidades posibles que toma la variable
sexo: hombres y mujeres;

= p =0 es el namero de pardmetros estimados;

= h = 1 es el nimeros de restricciones impuestas a los valores
esperados. Sélo hay una (que es habitual), que consiste en que
el nimero esperado de enfermos entre hombres y mujeres es 60.

El estadistico calculado sobre la muestra ofrece el valor experimental:

X2ep = 6,63

que es el percentil 99 de la distribucién x3. De nuevo se obtiene que
la significatividad del contraste es del 1 %<5 %.

En conclusién, con los dos métodos llegamos a que hay una fuerte evi-
dencia en contra de que hay el mismo porcentaje de hobres y mujeres que
padecen la enfermedad. La ventaja de la ultima forma de plantear el con-
traste (diferencia entre frecuencias observadas y esperadas) es que la técnica
se puede aplicar a casos mas generales que variables dicotémicas, como se
verd mas adelante.

Observacién

Hay una férmula alternativa para el célculo de x? cuya expresién es més
facil de utilizar cuando realizamos cédlculos:

Proposicién

Demostracion
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10.3. Contraste de bondad de ajuste para distri-
buciones

Vamos a aplicar el contraste y? para determinar a través de una muestra
si una v.a. X sigue o no cierta distribuciéon. Podemos encontrarnos entonces
con dos casos:

La ley de la v.a. X que deseamos contrastar estd completamente determi-
nada.

La ley de la v.a. X no es totalmente conocida y es necesario estimar
algunos de sus parametros.



10.3. CONTRASTE DE BONDAD DE AJUSTE PARA DISTRIBUCIONES265

350 T T T T T T T

rado(x) -
300 |- esperado(x) |
250 Frecuencias esperadas 1

200 F . |

150 | i

T

100 Frecuencias Sbsgrvadas 1

50 r A

[ 1 1 1 1 1 -

1} /0 (313} 70 75 ]0 31) ar

Figura 10.2: En los contrastes de distribuciones, se compara si las observa-
ciones (histograma) se distribuye segtin una ley de probabilidad conocida.

10.3.1. Distribuciones de parametros conocidos

Deseamos contrastar si la v.a. X sigue una ley de distribucion

1 - PX=1=m
2 - PX=2=p

X i — PIX =il =np;

k= PIX = = p

donde todos los p; estén fijados (hipétesis Hy). Entonces por lo mencionado
anteriormente, el contraste consiste en:
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k 2
2 (Oi - npz‘)
Xewp =D —

: Si szp < x2,, no rechazamos Ho;
i=1 npi

2 2
5 5 Si Xewp > Xieo S€ Techaza Hy
Xteo = Xk—l,l—a

En este contraste se comete cierto error de aproximacioén y por tanto serd tan-
to mejor cuanto mayor sea n.

Ejemplo

Dadas dos parejas de genes Aa y Bb, la descendencia del cruce efectuado
segun las leyes de Mendel, debe estar compuesto del siguiente modo:

Frecuencias
Fenotipo relativas
AB 9/16
Leyes de Mendel — Ab 3/16
aB 3/16
ab 1/16

Elegidos 300 individuos al azar de cierta poblacién se observa la siguiente
distribucién de frecuencias:

Frecuencias
Fenotipo observadas
AB 165
Ab 47
aB 67
ab 21
Total 300

.Se puede aceptar que se cumplen las leyes de Mendel sobre los individuos
de dicha poblacién?

Solucién:
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El contraste a realizar es:

pap =9/16 y
pap=3/16 y
Ho pap =3/16 y
Hy : Se cumplen las leyes de Mendel Pap = 1/16
<~
H; : No se cumplen pa # 9/16 o bien
H, - pab 7 3/16 o bien
" | paB # 3/16 0o bien
Pab # 1/16

Para ello vamos a representar en una sola tabla las frecuencias observa-
das, junto con las que serian de esperar en el caso de que Hj fuese cierta:

Fenotipo  O; &; O?/&;
AB 165 300 x 9/16 = 168,75 | 161,33
Ab 47 300 x 3/16 = 52,25 4227
aB 67 300 x 3/16 = 52,25 85,91
ab 21 300 x 1/16 = 18,75 23,52

Total 300 300 313,03

Bajo la hipétesis de que Hy sea cierta, se tiene que:

X(2i:1:p = Z 012/6‘@ - nMX?IfOfl
i

ya que 4 son los posibles fenotipos, no se ha estimado ningiin parametro (la
distribucién segin las leyes de Mendel es conocida), y sobre las cantidades
E; existe solamente una restriccion, que es: Y, & = 300.

Por otro lado,

Xp = D 02/& —n = 313,03 — 300 = 13,03
7

que segin la tabla de la distribucién x? es aproximadamente el percentil
99,5 de la distribucién x3. Por tanto la significatividad del contraste es del



268 Bioestadistica: Métodos y Aplicaciones

0,5% < 5%, lo que nos conduce a rechazar la hipdtesis de que la poblacién
de la que la muestra ha sido extraida sigue las leyes de Mendel.

Al mismo resultado llegamos sin calcular con precision la significati-
vidad del contraste, sino considerando que el valor teérico maximo que
admitimos para el estadistico experimental con un nivel de significacién del
5% es el percentil 95 de X3, es decir,

X%eo = X%;O,95 = 7’ 815

y claramente ocurre que Xgmp > X2, por lo que se rechaza la hipétesis nula.

Obsérvese también que el que se haya rechazado la hipdtesis nula signifi-
ca que hay diferencia estadisticamente significativa entre las frecuencias
observadas y las esperadas.

180

160

140 1

120 1

100 OF Obzervadas

an 4 B F Esperadas
B0 1
40 4
0 + + +
2B &b abl ab

Fenotipo

F. Absolutas

Figura 10.3: Aunque aparentan ser aproximadamente iguales las frecuen-
cias observadas y esperadas, existe diferencia estadisticamente significativa
entre ellas.

10.3.2. Distribuciones con parametros desconocidos

Supongamos que la distribucién de X que queremos contrastar no es-
pecifica ciertos valores de r pardmetros
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X~Fam (61,...,0,) = X~

Estimemoslos a partir de la muestra, y consideremos las cantidades

pi =pi(b1,...,0;)

Entonces el contraste consiste en

k 2
9 (O; —np;)
Xeap = D~

: Si Xﬁxp < X%, no rechazamos Hy;
= P

2 2
5 5 Si Xewp > Xieo Se rechaza Hy
Xteo = karfl,lfa

10.4. Contraste de homogeneidad de muestras cua-
litativas
Vamos a generalizar el contraste de comparacién de dos proporciones
(pagina 244). Consideremos una variable cualitativa (o cuantitativa agru-

pada en intervalos) que puede tomar valores en diferentes clases. Se toman
r muestras diferentes y se desea contrastar:

Hp : Las r muestras son homogéneas con respecto a la variable

H; : Alguna muestra es diferente

La manera de proceder consiste en representar las r muestras en una
tabla del tipo
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Frec.
Muestra; Muestrag Muestra,. | clases
|
Clasel 011 012 Olr F1
Claseg 021 022 027« F2
Clasek Okl OkQ Okr Fk
Tamano
muestras — C1 Cy C, T
donde
O;; — frecuencia observada de la clase 7 en la muestra j

F,=> 0

]

<

T

C; :ZOU

=1
r k

T=> F=)Y C
i=1 j=1

—

numero de individuos de la clase 7

total de individuos de la muestra j

total de individuos muestreados

Bajo la hipétesis Hy, la frecuencia esperada para la clase ¢ en la muestra
J es —comparese con la condicién de independencia en tablas de doble
entrada, relacién (7?):

La diferencia entre lo esperado y lo observado la mide el estadistico x?
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) T k:02
7
Xeap = ZZ ZZE;]—
i=17=1 i=1j=1 ()

Su distribucién es aproximadamente Xgl: donde los grados de libertad,
gl = a — b — ¢, se calculan teniendo en cuenta que

a=Fk-r — numero de casillas
b=k—1 — numero de parametros estimados

c=r — relaciones impuestas sobre losE;; (10.2)

Por tanto

~
~

x> X%k—l)x(r—l)

y rechazamos Hj si ngp X(k )% (r—1),1—

Ejemplo

Se desea saber si la distribucién de los grupos sanguineos es similar en
los individuos de dos poblaciones. Para ello se elige una muestra aleatoria
simple de cada una de ellas, obteniéndose los datos reflejados en la tabla:

Frec. Obs. | A B AB 0
Muestra 1 | 90 80 110 20
Muestra 2 | 200 180 240 30

;, Qué conclusiones pueden obtenerse de estos datos si se usa un nivel de
significacién del 5 %7

Solucién: Poseemos una variable cualitativa X, que es el grupo san-
guineo, y debemos contrastar si la distribucién es la misma en la primera
poblacion y la segunda. Para ello planteamos el contraste de homogeneidad
conveniente:
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Hy : La variable X se distribuye igualmente en ambas poblaciones

Hy : La distribucién no es homogénea

Para ello escribimos la que seria la distribucién de frecuencias esperadas.
Estas se calculan a partir de las frecuencias marginales de la distribucion
de frecuencias esperadas:

Frec. Esp. A B AB 0
Muestra 1 | 91,58 82,11 110,53 15,79 | 300
Muestra 2 | 198,42 177,89 239,47 34,21 | 650
290 260 350 50 950

El estadistico del contraste mide las discrepancia entre las observaciones
observadas y esperadas:

2.4 02 902 302
2 1)
Xexp iZ:UZ: < Eij 91, 58 Tt 34,21 ’

Los valores criticos estan a la derecha del percentil 95 del la distribucién
X%z-1)><(4—1) = X%, que es X7, = X%;o,gs = 2,35. Por tanto de dichas mues-
tras no se obtiene evidencia estadistica suficiente en contra de que exista
una distribuciéon homogénea del grupo sanguineo en ambas poblaciones.

10.5. Contraste de independencia de variables cua-
litativas

A partir de una poblacion se toma mediante muestreo aleatorio simple
una muestra de tamafio n. En cada observacién se analizan dos caracteristi-
cas cualitativas A y B ( o cuantitativas agrupadas en intervalos), las cuales
presentan r y s modalidades respectivamente. Deseamos contrastar si las
dos variables son independientes, o sea, queremos realizar un test de signi-
ficacién para las hipdtesis:
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Hy : Las caracteristicas A y B son independientes

H, : Las caracteristicas A y B estan asociadas

Este test puede ser enunciado de forma equivalente ordenando la muestra
en una tabla de doble entrada denominada tabla de contingencia, muy
parecida a la de la seccién anterior:

B|B, By ... Bj ... By

A

A1 ni1 N1 NN niy PN Nip | Nie

Az | no1 mo2 ... mg; ... Ngp | No.

Ai NG ) . Nij c. Nip Nie

Ar | np1t Mp2 oo Npj o oo Npp | M
Mol T e2 e n.j . n.p Moo

Aunque sobre la poblacién las siguientes probabilidades sean desconocidas,
introducimos la siguiente notacion

pij — Probabilidad de una observacién del tipo (A;, Bj);
pie — Probabilidad de una observacion de A;;

p.; — Probabilidad de una observacién de Bj; (10.3)

Recordando el concepto de independencia entre variables bidimensiona-
les cualitativas, otro modo de escribir el contraste a realizar lo obtenemos
basdndonos en la relacién (?7):

Hy :Vi=1,...,7rVj=1,...,s Dij = Die Pej

Hy:di=1,...,r3j=1,...,s Dij 7 Die Pej
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La idea para realizar este contraste consiste en comparar como en los ca-
sos anteriores las frecuencias esperadas bajo la hipétesis Ho, £;j = NeePiePejs
con las obtenidas en la muestra, O;; = n;;. Como las cantidades p; y p; no
son en principio conocidas, han de ser estimadas a partir de las frecuencias
observadas

Die =
® N, L MiaN
= &ij = NeaDieDej =
A n.j o
Dej = 7u3

lo que nos hace perder (r — 1) + (s — 1) grados de libertad adicionales al
estadistico del contraste:

R e N T e
Xew = DD g O X
i=1j=1 ¢

Luego rechazamos Hy si szp > X%rfl)x(sfl),lfa'

Observacion

Aunque el contraste de homogeneidad de muestras es conceptualmente
diferente al de independencia de variables cualitativas, obsérvese la analogia
existente entre los criterios de aceptacién o rechazo de ambas hipdtesis.

Ejemplo

500 ninos de escuela primaria se clasificaron de acuerdo con el grupo
socioeconémico y la presencia o ausencia de cierto defecto en la pronuncia-
cion, los resultados son los siguientes:

Grupo socioeconémico

Superior Medio—Superior Medio—Inferior Inferior | Total

Con defecto 8 24 32 27 91
Sin defecto 42 121 138 108 409

Total 50 145 170 135 500
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;,Son compatibles estos datos con la hipétesis de que el defecto en la pro-
nunciacioén, no esté relacionado con el grupo socioeconémico?

Solucién: En forma de contraste de hipdtesis, se ha de realizar el siguiente:

Hy : Son independientes el nivel socioeconémico y el defecto de pronunciacién

H; : No son independientes ambas cuestiones.

Para ver si Hy puede considerarse cierta, o si por el contrario hay una fuerte
evidencia a favor de Hy, fijamos un nivel de significacién o = 0,05, y ana-
lizamos gracias al estadistico x?2, las diferencias existentes entre los valores
esperados y los observados, de suponer Hy cierta, es decir, las diferencias
entre las cantidades
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Grupo socioeconémico

Defecto Superior Medio Medio Inferior Total
superior inferior
011 =8 O19 =24 013 =32 O14 =27
Si &= 9,1 E19 = 26, 39 E13 = 30,94 E1a = 24,57 Nie = 91
0? 0?2 02 0?2
T =7,033 g2 =21,82 =2 = 33,096 ek = 29,67
Oy =42 Oy =121 Oy3 = 138 Oy = 108
No &1 = 40,9 E99 = 118,61 &3 = 139,06 &9y = 110,43 na. = 409
90 — 43130 D2=123,438 D8 =136,048 92 = 105,623
21 22 23 24
Total ne1 = 50 Neo = 145 Ne3 = 170 Nes = 135 Nee = D00

El nimero de grados de libertad del estadistico del contraste es gl = (2 —

1) x (4—1) = 3. Luego de ser Hy cierta, la cantidad x2,, no deberfa superar
el valor tedrico. que se muestra en la Figura 10.4:

Xt?eo = Xgl,1—a = X3,095 = 7'81.

Calculemos ngp:

O.: — E:)2 02
Xoop =D O — &) _ > =% — ne. = 500,758 — 500 = 0, 758
7‘7 /L?]
En consecuencia, no existe evidencia significativa a favor de la hipéte-
sis alternativa, o sea, no se rechaza la independencia entre el defecto de

pronunciacion de los nifios de la poblacién y el nivel socioeconémico de su
familia.
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Figura 10.4: Comparacién del valor tedrico con el experimental.
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10.6. Problemas

Ejercicio 10.1. Ante la sospecha de que el habito de fumar de una emba-
razada puede influir en el peso de su hijo al nacer, se tomaron dos muestras,
una de fumadoras y otra de no fumadoras, y se clasificé a sus hijos en tres
categorias en funcién de su peso en relacién con los percentiles Pig y Poo
de la poblaciéon. El resultado se expresa en la tabla siguiente:

Peso del nino
iMadre fumadora? | Menor de P1g | Entre Pig y Pgoo | Mayor de Pgg
Si 117 529 19
No 124 1147 117

JHay una evidencia significativa a favor de la sospecha a la vista de los
resultados de la muestra?

Ejercicio 10.2. Varios libros de Medicina Interna recomiendan al médico
la palpacion de la arteria radial con el fin de evaluar el estado de la pared
arterial. Se tomaron 215 pacientes y se les clasificé segin la palpabilidad de
dicha arteria (grados 0, 1 y 2 para no palpable, palpable y muy palpable o
dura, respectivamente) y segin una puntuacién de 0 a 4 en orden creciente
de degeneracion arterial (evaluada tras la muerte del paciente y su anélisis
anatomo-patolégico). Los datos son los de la tabla siguiente:

Palpabilidad
Degeneracion | 0 1 2
0 20 5 5

1 60 20 10

2 45 15 15
3 10 5 5

[ Existe relacién entre el grado de palpabilidad y el andlisis anatomopa-
tolégico?

Ejercicio 10.3. Se realizé una encuesta a 2979 andaluces para evaluar su
opinién acerca de la atencién recibida en los Ambulatorios de la Seguridad
Social, clasificindolos también en relacién a sus estudios. Analizar los datos
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de la siguiente tabla:

Opinién
Nivel de estudios | Buena Regular Mala
Ninguno 800 144 32
Primarios 905 312 67
Bachiller 287 157 44
Medios 95 48 11
Superiores 38 32 7

Ejercicio 10.4. Con el fin de conocer si un cierto tipo de bacterias se
distribuyen al azar en un determinado cultivo o si, por el contrario, lo hacen
con algin tipo de preferencia (el centro, los extremos, etc...), se divide un
cultivo en 576 areas iguales y se cuenta el nimero de bacterias en cada
area. Los resultados son los siguientes:

n° de bacterias 0 1 2 3 14| >5
n° de areas 229 | 211 193 (35| 7| 1

;,Obedecen los datos a una distribucién de Poisson?

Ejercicio 10.5. La siguiente tabla recoge la distribuciéon de los triglicéridos
en suero, expresados en mg/dl en 90 ninos de 6 anos:

Nivel de triglicéridos Frecuencias

10 - 20 )
20 - 30 11
30 — 40 15
40 - 50 24
50 — 60 18
60 — 70 12
70 - 80 4
80 - 90 1

Contrastar la hipdtesis de que el nivel de triglicéridos en ninos de 6 anios
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sigue una distribucién Normal.

Ejercicio 10.6. La distribucién en Andalucia del grupo sanguineo es de un
35 %, 10 %, 6 % y un 49 % para los grupos A, B, AB y O respectivamente. En
Mélaga, se realiz6 el estudio en una muestra de 200 individuos obteniéndose
una distribucién del 50 %, 30 %, 18 %, y 10 % para los grupos A, B AB y
O respectivamente.

Se desea saber si la distribucion del grupo sanguineo en dicha provincia es
igual que en Andalucfia.

Ejercicio 10.7. En un estudio disenado para determinar la aceptacion por
una parte de los pacientes de un nuevo analgésico, 100 médicos seleccio-
naron cada uno de ellos una muestra de 25 pacientes para participar en el
estudio. Cada paciente después de haber tomado el nuevo analgésico duran-
te un periodo de tiempo determinado, fue interrogado para saber si preferia
éste o el que habia tomado anteriormente con regularidad, obteniendo los
siguientes resultados:

n? de pacientes que n° de médicos que n?° total de pacientes

prefieren el nuevo obtienen estos que prefieren el
analgésico resultados nuevo analgésico
0 5 0
1 6 6
2 8 16
3 10 30
4 10 40
5 15 75
6 17 102
7 10 70
8 10 80
9 9 81
10 o més 0 0
Total 100 500

Queremos saber si estos datos se ajustan a una distribucién binomial.
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Ejercicio 10.8. Disponemos de una muestra de 250 mujeres mayores de
18 anos, cuyos pesos son los presentados en la tabla adjunta, y queremos
saber si los datos de esta muestra provienen de una distribuciéon Normal.

Pesos n° de mujeres
30 — 40 16
40 - 50 18
50 — 60 22
60 — 70 51
70 — 80 62
80 — 90 55
90 — 100 22
100 - 110 4

Ejercicio 10.9. Deseamos conocer, si las distribuciones atendiendo al gru-
po sanguineo, en tres muestras referidas atendiendo al tipo de tensién arte-
rial, se distribuyen de igual manera. Para lo cual, se reunié una muestra de
1500 sujetos a los que se les determind su grupo sanguineo y se les tomo la
tensién arterial, clasificindose ésta en baja, normal, y alta. Obteniéndose
los siguientes resultados:

Grupo sanguineo

Tensién arterial | A B AB O | Total
Baja 28 9 7 31 75

Normal 543 211 90 476 | 1.320
Alta 44 22 8 31 105

Total 615 242 105 538 | 1.500

Ejercicio 10.10. La recuperacion producida por dos tratamientos distintos
A y B se clasifican en tres categorias: muy buena, buena y mala. Se adminis-
tra el tratamiento A a 30 pacientes y B a otros 30: De las 22 recuperaciones
muy buenas, 10 corresponden al tratamiento A; de las 24 recuperaciones
buenas , 14 corresponden al tratamiento A y de los 14 que tienen una ma-
la recuperacion corresponden al tratamiento A. jSon igualmente efectivos
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ambos tratamientos para la recuperacién de los pacientes?



Capitulo 11

Analisis de la varianza

11.1. Introducciéon

Del mismo modo que el contraste x? generalizaba el contraste de dos
proporciones, es necesario definir un nuevo contraste de hipétesis que sea
aplicable en aquellas situaciones en las que el niimero de medias que que-
remos comparar sea superior a dos. Es por ello por lo que el analisis de
la varianza, ANOVA' surge como una generalizacién del contraste para
dos medias de la t de Student, cuando el nimero de muestras a contrastar
es mayor que dos.

Por ejemplo, supongamos que tenemos 3 muestras de diferentes tamaifios
que suponemos que provienen de tres poblaciones normales con la misma
varianza:

7 e IRM X1~N (,ul, 0'2)
Ty € IR™ Xo~N (,ug, 02)
T3 € IR™ X3~N (,u,g, 02)

Si queremos realizar el contraste

'Del término inglés “Analysis of variance”.

283
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Hy : p1 = p2 = ps3
Hy o oopin # po 6 i # pig 6 po # s

podriamos en plantearnos como primer método el fijar una cantidad «
.. . 3 .
proxima a cero y realizar los ( 5 | = 3 contrastes siguientes con a como

nivel de significacién:

Hy @ py = po

nivel de significacién «
Hi @y # po
HY o+ p1 = ps

nivel de significacién «
HY @y # ps

HY' + o= iy
nivel de significacién «
HY" + po # ps

de modo que se aceptaria Hj y se rechazaria Hg sélo si alguna de las hipote-

sis alternativas H{, H{ 6 H{" es aceptada y rechazada su correspondiente

hipétesis nula. El error de tipo I para este contraste es:

Prob [Rechazar HO\ Ho es cierta]
= 1—P,0 {No rechazar HO\ Hy es cierta]
= 1— P {No rechazar H{ ni H{ ni H(I)”\H’ y H!
0 0

= 1-(1-a)

y H{'" son ciertas]
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Por ello el nivel de significacién obtenido para este contraste sobre la igual-
dad de medias de tres muestras no es a como hubiésemos esperado obtener
inicialmente, sino 1 — (1 — «)3. Por ejemplo, si tomamos un nivel de signifi-
cacién o = 01 para cada uno de los contrastes de igualdad de dos medias,
se obtendria que el nivel de significacién (error de tipo I) para el contraste
de las tres medias es de 1 — 0,92 = 0,27, lo que es una cantidad muy alta
para lo que acostumbramos a usar.

En consecuencia, no es adecuado realizar el contraste de igualdad de
medias de varias muestras mediante una multitud de contrastes de igualdad
de medias de dos muestras.

Una técnica que nos permite realizar el contraste de modo conveniente
es la que exponemos en este capitulo y que se denomina analisis de la
varianza.

11.2. ANOVA con un factor

Se denomina modelo factorial con un factor o ANOVA con un factor
al modelo (lineal) en el que la variable analizada la hacemos depender de un
sélo factor de tal manera que las causas de su variabilidad son englobadas
en una componente aleatoria que se denomina error experimental:

X = factor + error

Vamos a exponer esto con més claridad. Consideremos una variable
sobre la que actia un factor que puede presentarse bajo un determinado
nimero de niveles, t. Por ejemplo podemos considerar un farmaco que se
administra a t = 3 grupos de personas y se les realiza cierta medicién del
efecto causado:

Resultado de la medicion

Gripe (nivel 1) |5 3 2 5 4 3 —n; =6
Apendicitis (nivel 2) [ 8 9 6 7 8 9 10 8 10 —ng=9
Sanos (nivel 3) |2 3 2 1 2 3 2 —n3 =7
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En este caso los factores que influyen en las observaciones son tres: el
que la persona padezca la gripe, apendicitis, o que esté sana.

De modo general podemos representar las ¢ muestras (o niveles) del
siguiente modo:

Niveles Observaciones de X tamanos muestrales
Nivel 1 = N1 I11 I12 s T1n, ni
Nivel 2= Ny | 21 X22 -+ Ton, N9
Nivel t = Ny | zp1 T2 e Tin, g

donde por supuesto, los tamanos de cada muestra n;, no tienen por que ser
iguales. En este caso decimos que se trata del modelo no equilibrado.

Observacion

De ahora en adelante asumiremos que las siguientes condiciones son
verificadas por las ¢ muestras:

= Las observaciones proceden de poblaciones normales;

s Las ¢t muestras son aleatorias e independientes. Ademas, dentro de
cada nivel las observaciones son independientes entre si.

= En el modelo de un factor suponemos que las observaciones del nivel
i, Tj;, provienen de una variable X;; de forma que todas tienen la
misma varianza —hipotesis de homocedasticidad:

XZ]MN (Mi)oz) ] = 17"-ani
o lo que es lo mismo,
Xij = Wi + €5, donde €;;~N (0, 0'2)

De este modo p; es el valor esperado para las observaciones del nivel
i, y los errores ¢;; son variables aleatorias independientes, con valor
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esperado nulo, y con el mismo grado de dispersién para todas las
observaciones.

Otro modo de escribir lo mismo consiste en introducir una cantidad u
que sea el valor esperado para una persona cualquiera de la poblacién
(sin tener en cuenta los diferentes niveles), y considerar los efectos «;
introducidos por los niveles, de modo que

Wi = p+o 1=1,...,1

t
Z n;,o; = 0
=1

11.2.1. Especificacion del modelo

Con todo lo anterior, el modelo ANOVA de un factor puede escribirse como
Xij = p+ o + €5, donde €;;~N (0, 02>
y con la siguiente interpretacién:

= 4 es una constante comiun a todos los niveles;

= q; es el efecto producido por el i—€simo nivel. Al sumarlos todos deben
compensarse los efectos negativos con los positivos para que la media
comun a todos los niveles sea realmente u. Esto implica en particular
que los efectos, «;, de los niveles no son independientes;

» ¢;; es la parte de la variable X;; no explicada por p ni «;, y que se
distribuye del mismo modo (aunque independientemente) para cada
observacién, segin la ley gaussiana:

Eij’\ﬁN (O, 0'2)

Esta es la condiciéon de homocedasticidad, y es fundamental en el
analisis de la varianza.
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Obsérvese que ahora podemos escribir el contraste de que los diferentes
niveles no tienen influencia sobre la observacién de la variable como:

Ho @ pn=pa ==
H; : Al menos dos son distintos

o bien
HO : alzagz---:at:O

H; : Algin a; #0

Observacién

Se utiliza el nombre de andlisis de la varianza ya que el elemento basi-
co del analisis estadistico serd precisamente el estudio de la variabilidad.
Teéricamente es posible dividir la variabilidad de la variable que se estudia
en dos partes:

» La originada por el factor en cuestion;

= La producida por los restantes factores que entran en juego, conoci-
dos o no, controlables o no, que se conocen con el nombre de error
experimental.

Si mediante los contrastes estadisticos adecuados la variaciéon producida
por cierto factor es significativamente mayor que la producida por el error
experimental podemos aceptar la hipdtesis de que los distintos niveles del
factor actuan de forma distinta.

Ejemplo

Consideremos dos muestras tomadas en diferentes niveles de una varia-
ble, de forma que ambas tengan la misma varianza muestral (lo que indica
que no se puede rechazar la igualdad de varianzas poblacionales) y medias
muestrales bastante diferentes. Por ejemplo:
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nivel 1 ny =3
—
1,2,3~<¢ T =2
«512:1 n=mny+ny==6
— T =

nivel 2 ng =3 S? ~ 5,55
—
11,12,13~ ¢ T2 = 12

82—

La dispersién calculada al medir la de los dos niveles conjuntamente es
mucho mayor que la de cada uno de ellos por separado. Por tanto puede
deducirse que ambos niveles no tienen el mismo valor esperado.

11.2.2. Algo de notacion relativa al modelo

Este apartado estd dedicado a introducir alguna notacién para escribir los
términos que seran mas importantes a la hora de realizar un contraste por
el método ANOVA. En primer lugar tenemos:

Lie

Tie

t
= Z n; numero total de observaciones (entre todos los niveles)
=1
n’L
= Z Tij suma de las observaciones del nivel ¢
7j=1
Tie

= media muestral del nivel ¢

1

t n; t
= E E Tij = E NiTie suma de todas las observaciones
i=1

i=1j=1
x..

= media muestral de todas las observaciones

N

Usando estos términos vamos a desglosar la variacién total de la muestra en
variacién total dentro de cada nivel (intravariaciéon) méas la variacién entre
los distintos niveles (intervariacién). Para ello utilizamos la proposicién ??
(pagina 77):
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SCT = SCD + SCE

donde

t n;
SCT = Z Z(:z:” —7..)2 Suma de Cuadrados Totales
i=1j=1

t n;
SCD = Z Z(x” — Ti)? SC Dentro de cada nivel
i=1j=1

t
SCE = Z ni(Tie — T..)Q SC Entre todos los niveles
i=1

Observacién

En el calculo del estadistico SC7 intervienen N cantidades, ligadas por
una relacién:

t
Tee = Z Z Tij
i=1

J=1

de este modo el nimero de grados de libertad de este estadistico es N — 1
(recuérdese la nocién de grados de libertad de un estadistico, pagina 77).
Por razones analogas tenemos que el nimero de grados de libertad de SCD
es N —tyeldeSCE est— 1. Asi introducimos los siguientes estadisticos:

5 SCT

Si = ~N_1 Cuasivarianza total (11.1)
5 SCE

St = o] Intervarianza (11.2)
5 SCD

S = —— Intravarianza (11.3)

=
|
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Estos son los estadisticos que realmente nos interesan a la hora de rea-
lizar el contraste de igualdad de medias. Cuando la diferencia entre los
efectos de los diferentes niveles sea muy baja, es de esperar que la cuasi-
varianza total sea préxima a la intravarianza, o lo que es lo mismo, que la
intervarianza sea pequena en relacién con la intravarianza.

nivel2

nivel 1 nivel3

No hay
diferencia
significativa
entre las
medias de los
tres niveles

Hay diferencia entre
las medias de los
tres niveles

Figura 11.1: En la figura de superior no existe una evidencia significativa
en contra de que las medias de los tres grupos de observaciones coinciden.
En la figura inferior si.

11.2.3. Forma de efectuar el contraste
Consideramos el contraste
Hy : oy=as=--=a;=0
H; : Algin a; #0

y suponemos que estamos en las condiciones del modelo factorial de un
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factor. Si Hy es cierta se puede demostrar que el siguiente estadistico se
distribuye como una F de Snedecor:

St
Fexp = 32 '\”Ft—l,N—t
D

Luego si al calcular Fiy, obtenemos que Fepp > Fy_1 N—¢1—o donde «
es un nivel de significacion dado, deberemos de rechazar la hipétesis nula
(va que si Hy fuese cierta, era de esperar que 5‘% fuese pequeno en relacién
con 53).

11.2.4. Meétodo reducido para el analisis de un factor

En este apartado vamos a resumir lo mas importante de lo visto hasta aho-
ra, indicando la forma maés sencilla de realizar el contraste. En primer lugar
calculamos los siguientes estadisticos a partir de la tabla de las observacio-
nes en cada nivel:

t n;
A = Z x?j

i=1j=1
B~ 3Tk

i=1 i
)
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Niveles Observaciones de X Calculos al margen
2 ni
. I 2
Nivel 1 | 11 212 -+ Zipy | P11 Zle - Z’Ilj
s :
7j=1
x2 2
. 5 2
Nivel 2 | xo1 22 -+ Top, | N2 2. 2 Z'T%
n9 :
7=1
x2 i
. te 2
Nivel t | xy1 T2 -+ Tin, Nt Tte thj
Ty j=1

N =z,.. B A

Entonces las siguientes cantidades admiten una expresién muy sencilla:

S = B-C — A?E—f%
SCT = A-C
SCD = A-B — 52:2
Calculamos
52
Fe:):p_:z,g
D

y dado el nivel de significacién « buscamos en una tabla de la distribucion
F de Snedecor el valor

Fteo = Ft—l,N—t,l—oc

rechazando Hy si Fezp > Fieo. como se aprecia en la Figura 11.2.
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Fn.m paran=3, m=16

| T T — T
0 1 2 3 4

Figura 11.2: Regién critica en un contraste ANOVA.

Ejemplo

Se aplican 4 tratamientos distintos a 4 grupos de 5 pacientes, obte-
niéndose los resultados de la tabla que se adjunta. Queremos saber si se
puede concluir que todos los tratamientos tienen el mismo efecto. Para ello
vamos a suponer que estamos en condiciones de aplicar el modelo de un
factor?.

?Esto es algo que debe ser contrastado previamente. En principio la independencia
entre las observaciones es algo bastante natural a la hora de realizar un estudio, pero no
lo es tanto la condicién de homocedasticidad. Mas adelante veremos ciertos contrastes
de homocedasticidad que deben ser siempre realizados antes de aplicar esta técnica: test
de Cochran y test de Bartlett.
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2 g
Tratamientos Observaciones n; Tie Lie Z l‘?j
n; j=1
Tratamiento 1 (-1 1 2 0 -1 5 1 1/5 7
Tratamiento 2 | -2 -4 -5 -4 -7 5 -22 484/5 110
Tratamiento3 | 0 -1 -2 -4 -1 5 -8 64/5 22
Tratamiento4 | 1 4 6 3 8 ) 22 484/5 126
N=20 z,.,=7 B=35 A=265
49
C=—
20
Fuente de grados de | Suma cuadrados | Cuasivarianzas Estadistico
variacion libertad
~ 2
Entre t—1=3 |SCE =B-C |8 =35 Fuup :gg
tratamientos =204,15 =68,167 =18,676
Dentrodelos | N—t=16 | SCD =A-B | S} =%5% Freo =Fi1n—
tratamientos =58,4 =3,65 =3,24

En conclusién, Feyy, > Fieo, por tanto se ha de rechazar la igualdad de
efectos de los tratamientos.

En la Figura 11.4 se representan las observaciones de cada nivel de
tratamiento mediante una curva normal cuyos parametros se han estimado
puntualmente a partir de las observaciones. Obsérvese que las diferencias
mds importantes se encuentran entre Los tratamientos 2 y 4. Esto motiva
los contrastes de comparaciones miltiples (dos a dos), para que, en el caso
en que la igualdad de medias sea rechazada, se pueda establecer qué niveles
tuvieron mayor influencia en esta decision.

11.2.5. Analisis de los resultados del ANOVA: Comparacio-
nes multiples

Una vez contrastado el que existen diferencias significativas mediante el
analisis de la varianza, nos interesa conocer que niveles del factor son los
que han influido més para que se de este resultado. Como ilustracién, en
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Se rechaza la igualdad de medias: Hg
Fexp =18.68

F3, 16,0.95 - \

f T T T T
0 5 10 15 20

Figura 11.3: Se rechaza la hipétesis de que los tratamientos tienen el mismo
efecto en los diferentes grupos. Hay gran evidencia estadistica en contra.

el dltimo ejemplo se ve claramente que los tratamientos segundo y cuarto
dan resultados muy diferentes, y probablemente de ahi venga el que se haya
rechazado la igualdad de todos los efectos.

El método mas simple es el de Bonferroni, que consiste en realizar todas
las comparaciones por parejas:

Hy @ pi = py .
hj=1,...,t 1 #]j :><2) contrastes
Hy :opi #

lo que corresponde a los ya conocidos contrastes de la t de Student, que
tienen en este caso como estadistico experimental a (de nuevo suponiendo
la homocedasticidad en todas las muestras):
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nivel 3 nivel 1

nivel 4 ]

Figura 11.4: Las diferencias méas importantes se encuentran entre los niveles
2y 4.

ya que la intravarianza S’D, es un estimador de 02 con N — t grados de
libertad.

Sin embargo el nivel de significacién de los contrastes debe ser disminui-
do para tener en cuenta que ahora al hacer multitud de contrastes aumenta
la probabilidad del error de tipo I. Para una probabilidad de error de tipo
I (nivel de significacién) «, el procedimiento de comparaciones multiples
de Bonferroni nos indica que declaremos significativas las diferencias entre
muestras cuando estas sean significativas en contrastes bilaterales para el
estadistico anterior para el nivel de significacién

11.3. Consideraciones sobre las hipdtesis subya-
centes en el modelo factorial

Para aplicar el modelo de un factor hemos hecho, entre otras, las siguientes
suposiciones:
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= Las observaciones de cada muestra han de ser independientes y tam-
bién la de las muestras entre si. Para ello podemos aplicar cualquiera
de los contrastes no paramétricos de aleatoriedad. En principio esta
aleatoriedad es algo que es bastante razonable admitir si la meto-
dologia para elegir los datos (muestreo) ha sido realizada siguiendo
técnicas adecuadas.

» Los datos han de ser normales en cada una de las muestras. Esto
es algo que deberia ser contrastado previamente antes de utilizar el
ANOVA de un factor mediante, por ejemplo, el test de ajuste a la
distribucién normal mediante el estadistico x? que ya conocemos, o
bien el test de d’Agostino, que veremos mas adelante en la pagina
308, y que es mucho més comodo de utilizar;

s Las varianzas de cada muestra son todas iguales, es decir:

Hy : o1=00=---=0y
Hy : Algin o; # 0

Para esto podemos utilizar un par de contrastes que exponemos bre-
vemente a continuacién: contraste de Cochran y contraste de Bartlett.

11.3.1. Contraste de homocedasticidad de Cochran

Este test se aplica cuando n = n; = ng = -+ = ng y si ha sido verificada
previamente la aleatoriedad y la normalidad de las observaciones. En este
caso N =t - n. El estadistico del contraste es:

7 52 t
max {SZ- } .
1=

Rexp =

donde se define S? como la cuasivarianza de la muestra del nivel 4, es decir

. 1
S7 = > (2 —Ti)* =

ni—l

2 i _o2

C ij e
= n; 1].:]L n; — 1
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nivel 1

Hay diferencia
significativa entre las
dispersiones de cada
nivel

nivel2

nivel 1 nivel2 nivel 3

No hay diferencia
significativa entre
las dispersiones

Figura 11.5: En la figura superior hay evidencia en contra de la homoce-
dasticidad en las tres muestras. En la inferior, no.

Fijado un nivel de significacién « se busca en la tabla de la distribucién de
Cochran el valor

Rteo = Rnfl,t,lfa

y se rechaza Hy si Rezp > Rico-

11.3.2. Contraste de homocedasticidad de Bartlett
Este test se aplica si estamos en la misma situacién que en el de Cochran,

pero en este caso no es necesario el que todas las muestras sean del mismo
tamano. El estadistico del contraste es:

1 . LA
ngp:% (N —1t) lnSj%—ZlnSi2
i=1
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siendo

1 L1 1
E=1 -
MEICESY (;ni—l N—t)

Se rechaza Hj si ngp > X%,Ll,a
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11.4. Problemas

1.- Para evaluar la influencia del tipo de acidosis del recién nacido en los
niveles de glucemia medidos en el cordén umbilical del mismo, se obtuvieron
los datos de la siguiente tabla:

Niveles de glucemia
Controles 51 56 58 60 62 63 65 68 72 73
Acid. Respiratoria | 60 65 66 68 68 69 73 75 78 &0
Acid. Metabdlica | 69 73 74 78 79 79 82 85 87 88
Acid. Mixta 70 75 T6 77 79 80 82 86 88 89

Obtener conclusiones a partir de los resultados de esas muestras.

2.- Se desea saber si el grado de ansiedad es el mismo, por término medio, en
tres enfermedades distintas. Para ello se tomaron tres muestras de 10, 12 y
8 personas, respectivamente, con esas enfermedades, pasandoles a cada una
de ellas un test que mide el grado de ansiedad del individuo. Los resultados
se dan en la tabla adjunta.

Enfermedad Grado de ansiedad
A 4 6 55 6 3 3 2 6 5
B 2 1 5 5 4 6 4 4 4 3 3 2
C 75 8 7 9 3 5 5

., Que puede concluirse de los datos?.

3.- En una experiencia para comparar la eficacia de diversas técnicas en el
tratamiento del dolor producido por una intervencién quirtirgica superficial,
28 pacientes se agruparon al azar en 4 grupos de 7, tratando al primero
con placebo, y a los siguientes con dos tipos de analgésicos (A y B) y
acupuntura. Los datos se dan en la siguiente tabla:
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Tratamiento Minutos para la remision del dolor
Placebo 35 22 5 14 38 42 65
Analgésico A | 8 8 46 61 99 114 110
Analgésico B | 100 107 142 88 63 94 70
Acupuntura 86 125 103 99 154 75 160

. Que conclusiones pueden obtenerse de esta experiencia?.

4.- Se estd llevando a cabo un estudio para comprobar el efecto de tres die-
tas diferentes en el nivel de colesterina de pacientes hipercolesterinémicos.
Para ello se han seleccionado al azar 3 grupos de pacientes, de tamanos 12,
8 y 10. Los niveles de colesterina medidos después de 2 semanas de dieta
se representan a continuacién:

Dieta Nivel de colesterina

A 29 335 325 3 33 31 325 325 31 305 325 3

B 3’15 295 2’8 31 275 26 28 305

C 3 26 265 22 255 23 235 26 235 26

Analice los resultados obtenidos.

5.- En un colectivo de 5 individuos se aplican 3 farmacos para estudiar
su influencia sobre sus movimientos respiratorios (nimero de inspiraciones

por minuto). Los valores obtenidos para cada individuo vienen expresados
en la tabla:

Individuos
1 23|45

Antes de los tratamientos | 14 | 16 | 18 | 15 | 20
Después de 1 16 [ 17121 |16 | 24
Después de 11 1514 | 18 | 15 | 22

Después de 111 17116 | 20 | 13 | 18

Estudie si el efecto de estos farmacos en la variacion respiratoria producida
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puede considerarse o no el mismo.
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Capitulo 12

Contrastes no paramétricos

12.1. Introducciéon

Hasta ahora todas las técnicas utilizadas para realizar algtin tipo de
inferencia exigian:

= bien asumir de ciertas hipdtesis como la aleatoriedad en las observa-
ciones que componen la muestra, o la normalidad de la poblacién, o
la igualdad de varianzas de dos poblaciones, etc;

= 0 bien, la estimacién de cualquier parametro como la media, varianza,
proporcion, etc, de la poblacion.

El conjunto de estas técnicas de inferencia se denominan técnicas pa-
ramétricas. Existen sin embargo otros métodos paralelos cuyos procedi-
mientos no precisan la estimacién de pardmetros ni suponer conocida nin-
guna ley de probabilidad subyacente en la poblaciéon de la que se extrae la
muestra. Estas son las denominadas técnicas no paramétricas o con-
trastes de distribuciones libres, algunos de los cuales desarrollamos en
este capitulo. Sus mayores atractivos residen en que:

= Son mas faciles de aplicar que las alternativas paramétricas;

305
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= Al no exigir ninguna condicién suplementaria a la muestra sobre su
proveniencia de una poblacién con cierto tipo de distribucién, son
mas generales que las paramétricas, pudiéndose aplicar en los mismos
casos en que estas son validas.

Por otro lado, esta liberacion en los supuestos sobre la poblacién tiene
inconvenientes. El principal es la falta de sensibilidad que poseen para de-
tectar efectos importantes. En las técnicas no paramétricas juega un papel
fundamental la ordenacién de los datos, hasta el punto de que en gran can-
tidad de casos ni siquiera es necesario hacer intervenir en los céalculos las
magnitudes observadas, méds que para establecer una relacién de menor a
mayor entre las mismas, denominadas rangos.

12.2. Aleatoriedad de una muestra: Test de ra-
chas

A veces al realizar un muestreo, puede llegar a influir el orden temporal
o espacial en que las muestras han sido elegidas, con lo cual no estamos
en las condiciones de un muestreo aleatorio simple, ya que la ley de pro-
babilidad varia de una observacién a otra. Como ilustraciéon obsérvese la
figura adjunta. También podemos denominar a este contraste como test
de independencia de las observaciones de una muestra.

Consideremos una muestra de tamano n que ha sido dividida en dos
categorias © y @ con nj y ne observaciones cada una. Se denomina racha
a una sucesion de valores de la misma categoria. Por ejemplo si estudiamos
una poblacién de personas podemos considerar como categoria el sexo

© = ser hombre
@ = ser mujer
4 rachas nL=>5
DDDOS D OO O ne =4

2 1 3 n=n;+ne=29
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1 356789

n? observacién n? observacién

No aleatoria

Aleatoria (tendencia)

356799,

n? observacién

n¥ observacién

No aleatoria No aleatoria
(peri6dica) (alternante)
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En funcién de las cantidades ny y ns se espera que el niimero de rachas no
sea ni muy pequeno ni muy grande.

Si las observaciones son cantidades numéricas estas pueden ser divididas
en dos categorias que poseen aproximadamente el mismo tamano (n; =
ng £ 1), si consideramos la mediana de las observaciones como el valor que
sirve para dividir a la muestra:

© = observacién inferior a la mediana

@ = observacién superior a la mediana

Se define la v.a. R como el numero de rachas. Su distribucion esté ta-
bulada para los casos n; < 20 y ng < 20 (tabla 7 de Downie). La alea-
toriedad en la extraccién de la muestra se rechaza cuando R < R, 5, o/2
0R> Rnhnz,lfa/r-

12.3. Normalidad de una muestra: Test de D’ Agostino

Consideremos n observaciones, las cuales ordenamos de menor a mayor y
les asignamos su rango en funcién de este orden

Observaciones
ordenadas

-~ 1 2 3 .. i ion

Se calculan sobre la muestra la media, la desviaciéon tipica un estadistico T’
y por ultimo el estadistico del contraste D cuya distribucién estd tabulada

T — i(z—”;l) x:fjm—”(”;”x (12.1)

i=1 =1

— 1 X2 X3 - Xy crc Tp

T

- n2S
En la tabla de la distribucién del estadistico de D’Agostino, (tabla 8) D,
para un nivel de significacién «, se busca un intervalo (D, o, D™“) de modo

(12.2)
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que si D ¢ (Dy q, D™®) se rechaza la normalidad y en otro caso se asume.
Para realizar este test es necesario que al menos n > 10.

12.4. Equidistribucién de dos poblaciones

Estas son las alternativas no paramétricas del contraste de la t de Student
para poblaciones normales (seccién §9.5, pagina 228). Estdn concebidas
para contrastar la hipétesis de que dos muestras aleatorias independientes

81

L1y T2y« Ty

Y1,Y25 - - -y Yng

<y
I

provienen de poblaciones que tienen idénticas distribuciones. Para aplicar
estos contrastes serd en primer lugar necesario contrastar si cada una de
las muestras se ha obtenido mediante un mecanismo aleatorio. Esto puede
realizarse mediante un test de rachas.

Supongamos que el contraste de aleatoriedad de ambas muestras (cuan-
titativas) no permite que ésta se rechace a un nivel de significacién a. En-
tonces aplicaremos el contraste de Mann—W ithney o el de rachas de
Wald—Wolfowitz, que exponemos a continuacién.

12.4.1. Contraste de rachas de Wald—Wolfowitz

Si combinamos las dos muestras y disponemos el conjunto completo de
todas las observaciones, ordenadas de menor a mayor, cabe esperar que
bajo la hipdtesis

Hj : Las poblaciones de las que provienen las muestras estdn equidistribuidas

las dos muestras estén muy entremezcladas, y por tanto el nimero de ra-
chas, R.;p, formadas por las categorias

© = Observacién de la muestra &

@ = Observacién de la muestra ¥

debe ser muy alto.
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Cuando ni,ns < 20 el valor tedrico del nimero de rachas por debajo
del cual se rechaza Hy,

Rteo - Rnl,ng,a

se busca en la tabla 7 (de Downie) y entonces no se rechaza Hy si Regp >
Ryeo v se rechaza en otro caso.

12.4.2. Contraste de Mann—Withney

El objetivo es el mismo que el del test anterior: contrastar la hipétesis
Hy : Las poblaciones de las que provienen las muestras estan equidistribuidas
H; : Las poblaciones no estan equidistribuidas

para dos muestras &, i/ cuantitativas independientes, tomadas de modo alea-
torio. El contraste se efectiia combinando las dos muestras y disponiendo
el conjunto completo de las observaciones, ordenado de menor a mayor. Se
asignan después ntimeros de rango a cada observacién

Observaciones
unidas y Z=ZUY| — 21 22 23 - Zi t Zni4ng
ordenadas

— 1 2 3 - 4 s np4ng

Se calcula después la suma de los rangos de las observaciones pertenecientes
a la primera muestra y a la segunda, obteniéndose respectivamente R; y
Ry, para después calcular los estadisticos

1

Ui = nino+ nl(n;_'_) — Ry (12.3)
1

U, = ning+ 712(”;4‘) — Ry =nine — U4 (12.4)

Entonces si la hipotesis Hy es cierta, Uy y Us tienen una distribucion de
Mann—Withney de pardmetros n; y na que estd tabulada (tabla 9) para
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valores en que
méx{nl, n2} S 40

min{ni,na} > 20
Para el contrate bilateral, se define
Uezp = ml’n{Ul, UQ} (125)

y se rechaza Hg si Uezp < Upy -

Si el contraste que pretendemos realizar es unilateral, como por ejem-
plo,

Hy : La primera poblacién toma valores menores o iguales a la segunda
H; : Los de la segunda son menores

rechazaremos la hipétesis nula si Uy < Up, py,a- Si el test es el contrario

Hy : La segunda poblaciéon toma valores menores o iguales a la primera

H; : Los de la primera son menores

se rechaza Hg si Uz < Uy, ny,a-

12.5. Contraste de Wilcoxon para muestras apa-
readas

El contraste de Wilcoxon es la técnica no paramétrica paralela a el de la t
de Student para muestras apareadas (seccién §9.4, pdgina 224). Igualmente
dispondriamos de n parejas de valores (z;, y;) que podemos considerar como
una variable medida en cada sujeto en dos momentos diferentes.

Vi=1,...,n, i—ésima observaciéon = (z;,y;) — diferencia = d; = z;—y;

El test de Wilcoxon, al igual que los otros contrastes no paramétricos puede
realizarse siempre que lo sea su homélogo paramétrico, con el inconveniente
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de que este tltimo detecta diferencias significativas en un 95 % de casos que
el de la t de Student.

Sin embargo a veces las hipdtesis necesarias para el test paramétrico
(normalidad de las diferencias apareadas, d;) no se verifican y es estricta-
mente necesario realizar el contraste que presentamos aqui. Un caso muy
claro de no normalidad es cuando los datos pertenecen a una escala ordinal.

El procedimiento consiste en:

1. Ordenar las cantidades |d;| de menor a mayor y obtener sus rangos.

2. Consideramos las diferencias d; cuyo signo (positivo o negativo) tiene
menor frecuencia (no consideramos las cantidades d; = 0) y calcula-
mos su suma, 7'

D odi>0 b si los signos positivos de d; son menos frecuentes;
T =
D di<0 b si los signos negativos de d; son menos frecuentes.

Del mismo modo es necesario calcular la cantidad 7", suma de los
rangos de las observaciones con signo de d; de mayor frecuencia, pero
si hemos ya calculado T la siguiente expresion de T” es mds sencilla
de usar

T'=m(n+1)-T
donde m es el nimero de rangos con signo de d; de menor frecuencia.

3. Si T 6 T es menor o igual que las cantidades que aparecen en la
tabla de Wilcoxon (tabla nimero 10), se rechaza la hipétesis nula del
contraste

Hy : No hay diferencia entre las observaciones apareadas

Hy : Sila hay
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12.6. Contraste de Kruskal-Wallis

El contraste de Kruskall-Wallis es la alternativa no paramétrica del méto-
do ANOVA, es decir, sirve para contrastar la hipdtesis de que k muestras
cuantitativas han sido obtenidas de la misma poblacién. La tinica exigencia
versa sobre la aleatoriedad en la extraccién de las muestras, no haciendo re-
ferencia a ninguna de las otras condiciones adicionales de homocedasticidad
y normalidad necesarias para la aplicacion del test paramétrico ANOVA.

De este modo, este contraste es el que debemos aplicar necesariamente
cuando no se cumple algunas de las condiciones que se necesitan para aplicar
dicho método.

Al igual que las demés técnicas no paramétricas, ésta se apoya en el uso
de los rangos asignados a las observaciones.

Para la exposicién de este contraste, supongamos que tenemos k£ mues-
tras representadas en una tabla como sigue,

Niveles Observaciones de X
Nivel 1 = N1 11 T192 cee Ting
Nivel 2 = N2 21 €T22 o T2ng
Nivel k = Nk Tkl T2 s Lkny,

El ntimero total de elementos en todas las muestras es:

N =n1+ng+---+ng (12.6)

La hipotesis a contrastar es:

Hy : Las k muestras provienen de la misma poblacién

H; : Alguna proviene de una poblaciéon con mediana diferente a las deméds
El modo de realizar el contraste es el siguiente:

» Se ordenan las observaciones de menor a mayor, asignando a cada
una de ellas su rango (1 para la menor, 2 para la siguiente, ...,N
para la mayor).
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= Para cada una de las muestras, se calcula R;, 1 = 1,...,k, como la
suma de los rangos de las observaciones que les corresponden. Si Hy
es falsa, cabe esperar que esas cantidades sean muy diferentes.

= Se calcula el estadistico:

H—Liﬁ 3(N +1) (12.7)
 N(N +1) — n '

La regla para decidir si se ha de rechazar o no la hipétesis nula es la siguiente:

= Si el nimero de muestras es k = 3 y el nimero de observaciones en
cada una de ellas no pasa de 5 se rechaza Hj si el valor de H supera el
valor tedrico que encontramos en la tabla de Kruskall-Wallis —tabla,
nimero 11.

= En cualquier otro caso, se compara el valor de H con el de la tabla
de la xzfl con k — 1 grados de libertad. Se rechaza Hj si el valor del
estadistico supera el valor tedrico X%—l,l— o

12.7. Problemas

1.- Recientes estudios sobre el ejercicio de la Medicina en centros en los
que no actuan estudiantes, indican que la duracion media de la visita por
paciente es de 22 minutos. Se cree que en centros donde con un elevado
nimero de estudiantes en précticas esta cifra es menor. Se obtuvieron los
siguientes datos sobre las visitas de 20 pacientes aleatoriamente selecciona-
dos:
Duracién en minutos de la visita

21’6 134 204 16’4 23’5 26’8 24’8 19’3
234 94 16’8 21’9 24’9 156 201 16’2
18’7 181 19’1 189

1. jConstituyen estos datos una muestra aleatoria?



12.7. PROBLEMAS 315

2. (Podemos concluir en base a estos datos que la poblacion de la cual
fue extraida esta muestra sigue una distribucién Normal?

2.- Se realiza un estudio para determinar los efectos de poner fin a un
bloqueo renal en pacientes cuya funcién renal estd deteriorada a causa de
una metéstasis maligna avanzada de causa no uroldgica. Se mide la tension
arterial de cada paciente antes y después de la operacién. Se obtienen los
siguientes resultados:

Tensién arterial

Antes 150 | 132 | 130 | 116 | 107 | 100 | 101 | 96 | 90 78
Después || 90 | 102 | 80 | 82 | 90 | 94 | 84 | 93 | 89 | 877777

..Se puede concluir que la intervencién quirdrgica tiende a disminuir la
tensién arterial?

3.- Se ensayaron dos tratamientos antirreuméticos administrados al azar,
sobre dos grupos de 10 pacientes, con referencia a una escala convencional
(a mayor puntuacién, mayor eficacia), valorada después del tratamiento.
Los resultados fueron:

Nivel de eficacia del tratamiento

Tratamiento primero | 12 15 21 17 38 42 10 23 35 28
Tratamiento segundo | 21 18 25 14 52 65 40 43 35 42

Decidir si existe diferencia entre los tratamientos.

4.- Puesto que el higado es el principal lugar para el metabolismo de los
farmacos, se espera que los pacientes con enfermedades de higado tengan
dificultades en la eliminacién de farmacos. Uno de tales farmacos es la fenil-
butazona. Se realiza un estudio de la respuesta del sistema a este farmaco.
Se estudian tres grupos: controles normales, pacientes con cirrosis hepética,
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pacientes con hepatitis activa crénica. A cada individuo se les suministra
oralmente 19 mg de fenilbutazona/Kg. de peso. Basidndose en los anédlisis
de sangre se determina para cada uno el tiempo de méxima concentracion
en plasma (en horas). Se obtienen estos datos:

Normal Cirrésis Hepatitis

4 226 16’6
30°6 14°4 12’1
26’8 26’3 72
379 13’8 6’6
13’7 174 12’5
49 15’1

6’7
20

i,Se puede concluir que las tres poblaciones difieren respecto del tiempo de
maxima concentracion en plasma de fenilbutazona?

5.- El administrador de un laboratorio estda considerando la compra de un
aparato para analizar muestras de sangre. En el mercado hay 5 de tales
aparatos. Se le pide a cada uno de los 7 técnicos médicos que después
de probar los aparatos, les asignen un rango de acuerdo con el orden de
preferencia, dandole el rango 1 al preferido. Se obtienen los siguientes datos:

Analizador de sangre

Técnico’I‘II‘III‘IV‘V‘
1 1| 3 4 2 |5
2 41| 5 1 2 |3
3 411 3 5 |2
4 1] 3 2 5 | 4
5 1| 2 3 4 |5
6 511 3 2 |4
7 511 4 3 12
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Utilizar el contraste adecuado para determinar si los técnicos perciben di-
ferencias entre los aparatos.

6.- Los efectos de tres drogas con respecto al tiempo de reacciéon a cierto
estimulo fueron estudiados en 4 grupos de animales experimentales. El gru-
po IV sirvié de grupo control, mientras que a los grupos I, I y II1 les
fueron aplicadas las drogas A, B y C respectivamente, con anterioridad a
la aplicacién del estimulo:

I—A JI<B III—C IV «—Control

17 8 3 2
20 7 ) )
40 9 2 4
31 8 9 3
35

;Puede afirmarse que los tres grupos difieren en cuanto al tiempo de reac-
cién?

7.- La tabla siguiente muestra los niveles de residuo pesticida (PPB) en
muestras de sangre de 4 grupos de personas. Usar el test de Kruskal-Wallis
para contrastar a un nivel de confianza de 0°05, la hipdtesis nula de que no
existe diferencia en los niveles de PPB en los cuatro grupos considerados.

Niveles de PPB

Grupo I 10 37 12 31 11 9 23
Grupo 11 4 35 32 19 33 18 8
Grupo II7 |15 5 10 12 6 6 15
Grupo IV 7T 11 1 08 2 5 3

8.- La cantidad de aminodcidos libres fue determinada para 4 especies de
ratas sobre 1 muestra de tamano 6 para cada especie. Comprobar si el
contenido de aminodcidos libres es el mismo para las 4 especies.
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Especies de ratas

1 11 117 v
431°1 | 4771 | 385’5 | 366’8
440’2 | 479°0 | 3879 | 3699
443’2 | 481’3 | 3896 | 3714
445’5 | 487’8 | 391°4 | 37372
448’6 | 489’6 | 399’1 | 3772
451°2 | 403’6 | 3794 | 381’3

9.- Los siguientes datos nos dan el peso de comida (en Kg.) consumidos
por adulto y dia en diferentes momentos en un ano. Usar un contraste no
paramétrico para comprobar si el consumo de comida es el mismo en los 4
meses considerados.

Febrero | Mayo | Agosto | Noviembre
4’7 4’7 4’8 4’9
4’9 44 47 5’2
5’0 4’3 4’6 54
4’8 44 44 5’1
4’7 4’1 4’7 5’6

10.- Se hizo un estudio neurofisioldgico sobre la conducciéon motora tibial
posterior en dos grupos de pacientes embarazadas con las siguientes deter-
minaciones:

Conduccion motora tibial posterior

Primer grupo 51 40 41 53 48 50 45 58 45 44
Segundo grupo | 58 43 40 45 41 42 44 52 56 48

Comprobar la igualdad o no de ambas muestras.

11.- En un experimento disenado para estimar los efectos de la inhalacién
prolongada de 6xido de cadmio, 15 animales de laboratorio sirvieron de su-
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jetos para el experimento, mientras que 10 animales similares sirvieron de
controles. La variable de interés fue el nivel de hemoglobina después del ex-
perimento. Se desea saber si puede concluirse que la inhalacién prolongada
de 6xido de cadmio disminuye el nivel de hemoglobina segtin los siguientes
datos que presentamos:

Nivel de hemoglobina

Expuestos 14’4 14’2 13’8 16’5 14’1 166 159 156 14’1 153
15’7 16’7 13’7 15’3 140

No expuestos || 1774 16’2 171 175 150 160 16’9 150 16’3 16’8

12.- A 11 ratas tratadas crénicamente con alcohol se les midié la presién
sanguinea sistélica antes y después de 30 minutos de administrarles a todas
ellas una cantidad fija de etanol, obteniéndose los datos siguientes:

Presién sanguinea sistélica

Antes 126 | 120 | 124 | 122 | 130 | 129 | 114 | 116 | 119 | 112 | 118
Después || 119 | 116 | 117 | 122 | 127 | 122 | 110 | 120 | 112 | 110 | 111

Hay un descenso significativo de la presiéon sanguinea sistélica tras la in-
gestion de etanol?

13.- Un test de personalidad, tiene dos formas de determinar su valoracion
suponiendo inicialmente que ambos métodos miden igualmente la extro-
version. Para ello se estudia en 12 personas obteniéndose los siguientes
resultados:

Medida de la extraversién

Forma A || 12 |18 |21 |10 | 15|27 |31 |6 | 15|13 |8 |10
Forma B || 10 | 17 |20 | 5 |21 |24 |29 |7 |11 |13 |8 |11

,Hay diferencia entre los dos métodos?
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